STEILKURS ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE

STEFAN BECHTLUFT-SACHS

INHALTSVERZEICHNIS
(1. Einfihrung| 1
[1.1. Kompakt erzeugte topologische Raume| 1
[1.2.  Faktorisierungsprobleme| 2
[1.3.  Einige grundlegende Konstruktionen| 3
(1.4. Die Fundamentalgruppe] 4
[1.5.  Exakte Sequenzen von Homotopieklassen| )
[2.  Zellkomplexe] 7
[3.  Homologie| 9
[3.1.  Die Eilenberg-Steenrod Axiome] 9
[3.2. Einige einfache Folgerungen aus den Eilenberg-Steenrod Axiomen| 11
[3.3.  Der Abbildungsgrad| 13
[3.4.  Der zellulare Kettenkomplex| 14
[3.5.  Kohomologie mit Koefhizienten| 17
(3.6. Hindernistheoriel 18
[3.7. Die Homologie der Grassmann-Mannigfaltigkeiten | 19
[4.  Spektalsequenzen| 23
[Die Leray-Serre-Spektralsequenz 25
[Literaturl 25

1. Einfithrung

1.1. Kompakt erzeugte topologische Rdume. Die Objekte der Kategorie K der kom-
pakt erzeugten Raume sind Hausdorffsche topologische Raume X, deren Topologie die
Eigenschaft hat, dafl eine Menge A C X genau dann abgeschlossen ist, wenn A N K fiir
jede kompakte Menge K C X abgeschlossen ist. Die Morphismen dieser Kategorie sind
die stetigen Abbildungen. Der Funktor k : 7TOP — K von der Kategorie 7OP Haus-
dorffscher topologischer Rdume in /C sei fiir einen topologischen Raum X mit Topologie
T definiert durch

(X, 7T)— (X, {AC X | ANK € T fiir alle beziiglich 7 kompakten K C X}) .

Dieser Funktor hat die Eigenschaften, daf3
1
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(1) X und k(X) diegleichen kompakten Teilmengen haben,

(2) id : k(X) — X stetig und fiir X € K homdomorph ist und

(3) X und k(X) dengleichen singulidren Kettenkomplex, also auch gleiche Homologie,
haben

Fir X,Y € K ist F(X,Y) := K(X,Y) die Menge der stetigen Abbildungen X — Y. In
T OP versieht man F(X,Y) mit der kompakt-offenen Topologie. In dieser Topologie ist
die Auswertung

FX,)Y)xX — Y
(f,z) — flz)
nicht immer stetig und
FX,)Y)x F(X,Z) — F(X,yxZ2)
(f,9) = (z (f(z) 9(x))
sowie
FX,F(Y,Z)) — F(XxY,Z)
fo= ((zy) = (f(2)(y)
nicht immer homéomorph. Der Vorteil von K ist, dafl dies immer gilt, wenn man
F(X,)Y):=k(TOP(X,Y))

setzt. Wir bezeichnen mit 7OP? bzw K2 die Kategorien von Paaren und mit H7 OP
bzw. HIC die jeweiligen Homotopiekategorien. Deren Objekte sind die von 7OP bzw. K.
Morphismen sind die Homotopieklassen stetiger Abbildungen, also z.B.

HTOP*((X, A), (Y. B)) = TOP((X, A), (Y. B))/ ~
wobei fo, f1: (X, A) — (Y, B) homotop sind, wenn es eine stetige Abbildung
H:(IxX,IxA) — (Y,B)
mit H(i,z) = fi(z) fiir alle z € X und i = 1,2 gibt.
1.2. Faktorisierungsprobleme. Viele Fragen aus der Topologie lassen sich als Fortset-

zungsproblem formulieren: Sei ¢ : A C X die Inklusion und f : A — Y eine Abbildung.
Gibt es eine Abbildung F': X — Y, die f fortsetzt, d.h. so, daf§ das Diagramm

f

A — Y
X

kommutiert? Dual dazu ist das Hochhebungsproblem: Sind p : £ — B und f : X — B
gegeben, so sucht man eine Abbildung F': X — FE, mit der das Diagramm

E

F/ | p

x L. B
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kommutiert. Wir werden im folgenden nur das Fortsetzungsproblem behandeln. Um bei-
spielsweise zu bstimmen, welche Homotopieklassen von Abbildungen des Torus T =
S1 x St in einen topologischen Raum Y existieren, betrachte den Torus als zusammen-
geklebt aus der Einpunktvereinigung zweier Kopien von S! mit einer zweidimensionalen
Scheibe D? :
T=S8"VvSsu;D*.

Die Abbildungen S'V S! — Y kennt man in vielen Fillen. Man hat dann zu untersuchen,
welche diese Abbildungen man auf den ganzen Torus fortsetzen kann und welche danach
homotop werden.

Ist die Abbildung i (bzw. p) lokal hinreichend einfach, so hingt die Antwort auf die-
se beiden Fragen nur vom Homotopietyp der Abbildung f ab. Man nennt dann ¢ eine
Kofaserung:

Definition 1. i : A — X heifst Kofaserung, wenn A abgeschlossen in X ist und es zu
jeder Abbildung g : X x {0} UA x I — Y eine Abbildung G : X x I — Y gibt, deren
Einschrdinkung g ist, also so, daf$ das Diagramm

Xx{ojudxl L Y

! S G
X x 1T

kommutiert.
Das lokale Kriterium fiir die Kofaserungseigenschaft ist

Definition 2. A C X ist ein Umgebungsdeformationsretrakt ("NDR’), wenn es eine
Funktion u : X — I und eine Abbildung h : X x I — X gibt mit

(1) A=u=(0),

(2) h(z,0) =z fir alle x € X,

(3) h(a,t) =a fir allea € A undt €I,

(4) h(z,1) € A fir alle x € X mit u(x) < 1.

Beispiele von Umgebungsdeformationsretrakten sind S®~! C D", abgeschlossene Unter-
mannigfaltigkeiten U C M einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit M. Allgemein gilt

Satz 3. A C X ist genau dann ein Umgebungsdeformationsretrakt, wenn i : A — X eine
Kofaserung ist.

1.3. Einige grundlegende Konstruktionen. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf einem
topologischen Raum X, so bezeichnen wir mit X/ ~ den Raum der Aquivalenzklassen.
Die Quotiententopologie auf X/ ~ ist die feinste Topologie auf X/ ~ beziiglich der die
Projektion X — X/ ~ noch stetig ist. Offene Mengen in X/ ~ sind also genau die-
jenigen Teilmengen, deren Urbild offen in X ist. Eine Teilmenge A C X definiert eine
Aquivalenzrelation dadurch, da man z,y € X genau dann identifiziert, wenn z und y
Elemente von A sind. Den Quotienten bezeichnen wir einfach mit X/A. Mit 7OP* bzw.
KC* bezeichnen wir im folgenden die Kategorien der wohlpunktierten (kompakt erzeugten)
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topologischen Rdume. Die Objekte dieser Kategorie sind (kompakt erzeugte) topologi-
sche Rdume X in denen ein Basispunkt x € X ausgezeichnet ist, derart, daf§ die Inklusion
{z} — X eine Kofaserung ist. Morphismen f : X — Y sind genau die stetigen Abbildun-
gen, die Basispunkt auf Basispunkt abbilden, also mit f(x) = y, wenn x, y die Basispunkte
in X bzw Y sind.

Der (reduzierte) Kegel iiber einem topologischen Raum X mit Basispunkt z ist der Raum

CX =IxX)/{1} x XUI x{z}) .
Unter der (reduzierten) Suspension SX von X versteht man den Quotienten
SX =CX/({0} x X)=(I xX)/{1} x XU{0} x XUI x {x}) .
SX ist homéomorph zu CX U;q, CX. Dabei ist X als Teilraum {0} x X C CX aufgefafit.
Beispiel:
Sn =551,
Ubung: Fiir welche Mannigfaltigkeiten M ist SM wieder eine Mannigfaltigkeit ?
Die Einpunktvereinigung X VY zweier topologischer Raume X und Y mit Basispunkten
x bzw. y ist definiert als
X VY = XUY/{z,y} .
Sie 1&8t sich in natiirlicher Weise mit dem Unterraum X x {y} U{z} x Y des kartesischen
Produkts X x Y identifizieren. Den Quotienten
XANY =XxY/XVY
dieser Inklusion nennt man das Smash-Produkt. Beispiel:
SX=S"AX.

Die Einpunktvereinigung bzw. das Smash-Produkt sind die kategorielle Summe bzw. das
kategorielle Produkt in 7OP* und K*.

1.4. Die Fundamentalgruppe. Fiir einen punktierten Raum (X, z) ist die Fundamen-
talgruppe definiert durch
(X, 2) = [(S}1),(X,2)] .
Sind [a], [8] € m (X, z) so ist die Komposition
St sty st M x

ein Vertreter des Produktes [o] - [(] € m1(X, x). Beispiele:

(1) m(S', 1) = Z [Spanier] S.54

(2) m(S™, 1) =0 fir n > 1.

(3) m(RP?) = Z/27
Die Fundamentalgruppe eines Raumes Y mifit den Unterschied zwischen freien und punk-

tierten Homotopieklassen von Abbildungen X — Y.

Definition 4. Sind fo, f1: X = Y undu: I — Y so sagen wir, fo sei frei homotop zu fi
entlang u, wenn es eine Homotopie f; mit u(t) = fi(x) gibt. Wir schreiben dann fo ~, fi.
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Dann gilt

Satz 5. Ist X wohlpunktiert, dann gibt es zu f : X =Y undu: I —Y mit f(z) = u(0)
eine Abbildung g : X —'Y mit f ~, g. Die Homotopieklasse von g relativ x ist durch die
Homotopieklassen von f relativ x und von u relativ 01 = {0, 1} eindeutig bestimmit.

Beweis: Da die Inklusion {z} < X eine Kofaserung ist, gibt es F' : X x I — Y mit
F | xx{oyuzyxr= fUu .

Dann hat g : X — Y mit g(x) = F(x, 1) die gewiinschte Eigenschaft. )
Wir definieren dadurch A(f, u) := [¢]se1 und eine Operation

(6) 7T1(X7$> X [(X,QZ),(Y;Z/)] - [(X7x>7(y’7y)]

(7) (u, f) = A(f,u)

Satz 8. Ist (X, x) ein wohlpunktierter Raum undY zusammenhdingend, so operiert (Y, y)
auf [(X, z), (Y,y)] und die von der Identitit F((X,z),(Y,y)) — F(X,Y) induzierte Ab-
bildung [(X,x), (Y,y)] — [X,Y] liefert eine Bijektion des Orbitraumes dieser Aktion auf
(X, Y].

So ist z.B. [S!,RP?] = 7 (RP?)/m (RP?) = Z/27 als Mengen, da die Gruppe Z/27Z auf
Z,/27 nur trivial operieren kann.

1.5. Exakte Sequenzen von Homotopieklassen.

Definition 9. Eine Sequenz
x Ly Lz

in TOP* heifit exakt, wenn

T, X| — ] = [T, Y] ~ [T, Z]
und koexakt, wenn

(X, T)| «— ] [Y T} [Z T
fiir alle punktierten topologischen Rdume T exakte Sequenzen punktierter Mengen sind.
(Eine Sequenz

(M,m) <5 (N,n) =% (P,p)
punktierter Mengen heifit exakt, wenn g='(p) = f(M) ist.)

Ferner definieren wir Abbildungszylinder Z f und Abbildungskegel C'f einer punktierten
Abbildung f : X — Y durch

Zf:=YUX xI/f(x) ~ (z,1)
und
Cf=2Zf/X x {0} .
In diesem Abschnitt werden wir sehen, daf zu jeder stetigen Abbildung punktierter Rdume

eine (ko)exakte Folge von Mengen von Homotopieklassen gehort. Mit deren Hilfe kann
man manchmal [X, Y] bestimmen.
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Satz 10. Die Sequenz
(11) x Lydof
wn K* st koexakt fiir alle punktierten f: X — Y.

Beweis: Sei T punktiert und
X, T) L [v, 1) < [CF. 1]

Da i o f nullhomotop ist, gilt f*oi* = *. Ist ¢ : ¥ — T mit ¢ o f ~ % vermoge einer
Homotopie H : CX — T, so ist

Wi=HVf:CXVY/~n=Cf—T

eine Abbildung mit i*y = ¢. °
Die Sequenz ([11]) wird durch
Cf—-Cf/Y =5X
nach rechts fortgesetzt und
Y <& Oof - 8X

ist koexakt, da wir wegen S X ~ (' Satz|10]anwenden kénnen. Die Suspension der Sequenz
(11]) ist dann wieder koexakt:

Satz 12. Der Suspensionsfunktor S : K* — K* ist koexakt, i.e. ist
x-Ly-Lz
koexakt, dann auch
Sf Sg
SX —SY — S7.

Beweis: In der Kategorie K* ist die Abbildung F(X, F(Y, 7)) — F(X VY, Z) des Expo-
nentialgesetzes ein natiirlicher Homéomrphismus. Speziell ist F'(SX,T) = F(X,QT) und
damit [SX,T] = [X, Q7). In dem kommutativen Diagramm

SX,T] « [SY,T] — [SZ,T]

! ! !
(X, QT] « [V, QT] <« [Z,QT]

ist die untere Zeile nach Voraussetzung exakt, also auch die obere. °
Bezeichnen wir mit d die Komposition C'f — Cf/Y ~ SX so erhalten wir zusammenfas-
send:
Satz 13. [Spanier] S.369 Die Sequenz
X—>Y—>C’f—>SX%SY S5z 2L
T gnelop S gn e S, gy ST g 81 gnt e ST

i K* ist koexakt.
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Bemerkung: In dieser Sequenz tragen ab dem 4. Term alle Mengen eine natiirliche Grup-
penstruktur, denn sie sind von der Gestalt [SX,Y] und die Abbildung S' Vv S — S!, die
auch die Gruppenstruktur der Fundamentalgruppe lieferte, induziert eine Abbildung

SX=S'"AX = (S'VSHAX =(S"AX)V(S'AX).
Nach Satz 8 in [Spanier] S.43 sind ab dem 7. Term in der Sequenz alle Gruppen abelsch.

Die Gruppe [SX, T operiert auf [C' f, T| und der Quotient wird von i injektiv nach [V, T
abgebildet. Die Operation von ¢ € [SX,T| auf o € [C'f, T] ist

dVa

¢la) :Cf = SXVCf—T.
Es gilt folgender

Satz 14. [Spanier| S.371
(1) Fir o, 8 € [Cf,T] ist i*a = i*3 genau dann, wenn es ein ¢ € [SX,T] gibt mit
¢la) = 3.
(2) Fiir o, € [SX,T)] ist d*a = d* genau dann, wenn es ein ¢ € [SY,T] gibt mit
a= [+ (Sa)*.

Beispiel: Fiir X = St v St < Y = S! x S! lauten die ersten Terme dieser Sequenz
Stvst — 8t xSt — 5% 5 S52vs? ...,
Daher ist
71(T) x m(T) + [S* x S, T] « mo(T) +— mo(T) x 7o(T) « ...

exakt.

2. Zellkomplexe

Wir folgen der Darstellung in [Whitehead| ferner auch [Spanier], [Dold]. Ein einfaches
nicht-triviales Fortsetzungsproblem ist die Ausweitung einer Abbildung f : S™ — S™ auf
den Ball D", was genau dann mdoglich ist, wenn eine ganzzahlige Homotopieinvariante
von f, der Abbildungsgrad, verschwindet. Wir werden also Rdume X betrachten, die aus A
durch sukzessives Ankleben von Béllen D" mittels Anklebeabbildungen f : 9D"*! — A
entstehen, und aus den Abbildungsgraden der Anklebeabbildungen Fortsetzungshinder-
nisse konstruieren.

Firn € Ny sei D" :={x € R" | |[z| <1} und S" ' :=9D" = {z e R" | |z| = 1}. Ist J
cine Menge, so definiere A” := J x D" und A% := J x S 1 = A", A" := J x°D" =° A"
Ferner schreibe A = {i} x D" fir i € J

Definition 1. Sei (X, A) ein Paar topologischer Riume.

(1) Man nennt X eine n-zellulire Erweiterung von A oder sagt X entsteht aus A

durch Ankleben von n-Zellen, wenn es eine stetige Abbildung f : A’} — A und
einen Homéomorphismus h : AUy A"y = X gibt. Fir ¢ € J heifst h(A?) C X
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eine (offene) n-Zelle von X. f heifit Anklebeabbildung und h charakteristische
Abbildung der Zellen A'.

(2) Ein (relativer) Zellkomplex ist ein Paar (X, A) zusammen mit einer Filtrierung
{ Xy tnen, von X (der 'Zellzerlegung’) mit X_1 := A C Xy, wobei X,, aus X,_1
durch Ankleben von n-Zellen entsteht. X,, heifit n-Skelett, die n-Zellen von (X,, X,—1)
heiflen n-Zellen von (X, A).

(3) Ferner werden wir im folgenden immer verlangen, dass unsere Zellkomplexe CW-
Komplexe sind: .

(a) (,closure-finite) Die Anklebeabbildung f: ATt — X, trifft nur A und end-
lich wele Zellen von X.

(b) (,weak topology“, automatisch) X tragt die schwache Topologie, d.h. eine
Menge U C X ist genau dann offen, wenn U N A und U N h(A?) fir alle
Zellen offen sind.

Eigenschaften:

(1) X,, C X ist eine Kofaserung.

(2) X hat die schwache Topologie von X = J, ¢y, Xn-

(3) Ist K C X kompakt, so liegt K in der Vereinigung von A mit hochstens endlich
vielen Zellen von (X, A).

(4) Fiir Zellkomplexe (X, A) und (Y, B) tragt (X, A)x (Y, B) = (X XY, X x BUAXY)

eine natiirliche Zellzerlegung mit den Skeletten

Zn=|JXix Y,
i=0
Beispiele:

(1) Sei T'= S x S der Torus. Eine Zellzerlegung von T ist gegeben durch
To=(1,1), i =S'"'x {1} u{1} xS, L, =T,

wobei die Anklebeabbildungen der beiden eindimensionalen Zellen die Abbildun-
gen Al ={0,1} — {(1,1)} sind und die zweidimensionale Zelle mit A? = S* — T}
gegeben durch

(4t,1) < 1/4
(1,4t —1) :1/4<1/2
(3—4t,1) :1/2<t<3/4
(1,4—4t) :3/4<t<1

St=10,1]/{0,1} > t —

angeklebt wird.
(2) X =5"={x e R"" | |z] =1}, A = {} hat Zellzerlegungen
(a) Xo={e1}, X; = Xp firi <nund X,, = 5" = XoUy D" mit f:9D" — X,
die konstante Abbildung.
(b) X() = {61,—61} = SO, Xl = SZ - RH_I fir ¢ S n, mit Xl = SZ ~ Si_l Uf
(D'UD"), wo f |sp: der Hombomorphismus 9D = S*! ist.



STEILKURS ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE 9

(3) X = RP™ = S"/ ~, wobei x ~ —x, hat eine Zellzerlegung mit X; = RP" =
RP-' Uy D mit f : 9D ~ Si-! — RP-!
(4) X =Cp" = 5’2"‘+1/Sllhat eine Zellzerlegung mit Xo; 11 = Xo; = CP'=CP Uy
D% mit f:0D% ~ %71 - CP"!
Die Morphismen der Kategorie der Zellkomplexe sind die zelluldren Abbildungen.

Definition 2. Sind (X, A) und (Y, B) Zellkompleze, so ist h : (X, A — (Y, B) zellulir,
wenn h(X,) CY, fir alle n € Ny gilt.

In der Homotopiekategorie ist dies aber keine Einschrinkung, denn es gilt folgender

Satz 3. (Zellulire Approzimation) Sind (X,A) und (Y,B) Zellkomplexe und ist f :
(X, A — (Y, B) eine stetige Abbildung, so ist f relativ A homotop zu einer zelluldren
Abbildunyg.

3. Homologie

3.1. Die Eilenberg-Steenrod Axiome. Eine Homologietheorie (Kohomologietheorie)
ist ein kovarianter (kontravarianter) Funktor von der Kategorie der Paare topologischer
Rédume und stetigen Abbildungen in die Kategorie der graduierten abelschen Gruppen
mit Randoperator und Gruppenhomomorphismen d.h. einem Paar (X, A) werden gra-
duierte abelsche Gruppen H(X), H(A), H(X, A) und ein Gruppenhomomorphismus 0 :
H(X,A) — H(A) vom Grad —1 (bzw. § : H(A) — H(X,A) vom Grad +1) zugeordnet,
und fiir eine stetige Abbildung f : (X, A) — (Y, B) kommutiert das Diagramm

H(X,4) & H(A)

f ! L flas

H(Y,B) -2 H(B)

(bzw.

H(X,A) «— H(A)
H(Y,B) «—— H(B)
fiir Kohomologie).

Ferner sollen folgende Eigenschaften gelten (Eilenberg-Steenrod Axiome [Eilenberg-Steenrod],
[Spanier] S.200 und S.240 ):

(1) (Homotopieaxiom) Sind f und g homotope Abbildungen, so sind die von f bzw.
g induzierten Gruppenhomomorphismen gleich.
(2) (lange exakte Homologie-Sequenz) Die Sequenz

CHG(A) 25 Ho(X) 25 Hoy (X, A) =5 Hyoy(A) 25 25 Hy(x, A) -2 0
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bzw. fiir Kohomologie
CLCHM(A) S HYX) L HY(XA) 2 BN A) S HY(X A) <0

ist exakt. Dabei sind i: A C X und j : X — (X, A) die Inklusionen und i,, j.
bzw i*, j* die davon induzierten Homomorphismen der (Ko)-Homologiegruppen.

(3) (Ausschneidung) Ist U C A mit U C A so induzert (X\U,A\U) — (X, A) einen
Isomorphismus
HX\UA\U) — H(X,A)
(bzw H(X,A) — H(X \ U, A\ U).
(4) (Dimensionsaxiom)
| Z:q=0
Hg(*)_{ 0:q#n
Ersetzt man hier Z durch eine abelsche Gruppe R, so nennt man H eine (Ko)-
Homologietheorie mit Koeffizienten R.

Zusétzlich wollen wir von einer Homologietheorie velangen, dafl sie dem wedge-Axiom
geniigt: Ist {X,}aca eine Familie topologischer Rdume und bezeichnen i, : X, — X :=
U,caXa die Inklusionen, so soll die Familie {iq. : H(X,) — H(X) | a € A} einen
Isomorphismus

{Zoc*}OcEA . @H(Xa) - H(UaeAXa)
induzieren. Wenn A endlich ist, so folgt dieses Axiom aus den Eilenberg-Steenrod Axio-
men. Wir werden hier keine Konstruktion einer Homologietheorie behandeln. Ein Beispiel
einer solchen Homologietheorie liefert die z.B. in [Dold], [Spanier| beschriebene singulire
Homologie. Wir werden jedoch spéter sehen, daf§ diese Axiome eine Homologietheorie
auf Zellkomplexen eindeutig bestimmen. Dazu braucht man das wedge-Axiom nur fiir
Zellkomplexe mit unendlich vielen Zellen.
Fiir punktierte Réume verwendet man oft die reduzierte Homologie H(X). Diese ist de-
finiert als Kern der von X — % induzierten Abbildung in Homologie. Das wedge-Axiom
lautet dann:
Ist {Xo}aca eine Familie punktierter topologischer Raume und bezeichnen i, : X, —
X =V, 4 Xo die Inklusionen, so soll die Familie {4, : H(X,) — H(X) | @ € A} einen
Isomorphismus
{ia*}aeA : @H(Xa> - H(\/ Xa)
a€cA acA
induzieren.

3.1.3. Singuldre Homologie. Man definiert den g-dimensionalen Standard-Simplex durch

A? = {(zg,...,2,) € R™| sz =1,7; > 0Vi}
i=0
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also als die konvexe Hiille der Standardbasis {eg, ..., e,} des R"* und Abbildungen
e AT — Al
‘ e 1<y
@ { Cir1 1>
durch konvexe Fortsetzung, weiter
Sy = ZF (A, X)
als die freie abelsche Gruppe erzeugt von den stetigen Abbildungen A? — X und
0y 1Sy — Sg—1
durch

q
o Z(—l)ja o eg .
=0
Der singulidre Kettenkomplex ist dann das Paar (S(X) = @,5,,0 = &,0,) und die ¢-te
singuldre Homologiegruppe ist die Faktorgruppe

(4) H}(X) = Kern9,/Bild 9, .

Dieser Funktor erfiillt die Eilenberg-Steenrod Axiome und das wedge Axiom. Kohomologie
und Homologie mit Koeffizienten in einer abelschen Gruppe R erhélt man, wenn man in
den Kettenkomplex

— Hom (S, R) R @I Hom (Sq-1,R) «
bzw. ‘
— S5, eREYS, @R —
einsetzt.

3.2. Einige einfache Folgerungen aus den Eilenberg-Steenrod Axiomen. Sei (X, A)
ein Paar topologischer Rdume und x € A C X ein Punkt.

(1) Die identische Abbildung induziert die identische Abbildung in Homologie.

(2) Ist X ein zusammmenhéngender Zellkomplex, so induziert die Inklusion i : {z} —
X einen Isomorphismus Z = Hy({z}) — Ho(X).

(3) Ist X zusammenziehbar, so ist H(X) = H({z}).

(4) Ist A — X eine Kofaserung, so ist H(X, A) = H(X/A,[A]).

(5) Der Funktor H erfiillt die Eilenberg-Steenrod Axiome, wenn man im Dimensions-
axiom den Punkt * durch S° = {—1,1} ersetzt. Das Bild von 9 liegt im Kern
der von A — x induzierten Abbildung in Homologie. Damit definiert 0 einen 're-
duzierten’ Randoperator H(X, A) := H(X, A) N H(A) , der eine lange exakte
Sequenz wie oben liefert.

(6) Das wedge-Axiom fiir H ist dquivalent zum wegde-Axiom fiir die zugehorige re-
duzierte Homologie H.
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(7) Die Komposition
H(X) — H(X) »= H(X, {«})
ist ein natiirlicher Isomorphismuns.

(8) (lange exakte Sequenz des Tripels) Ist (X, B, A) ein Tripel topologischer Rédume
(dh AC BC X ), soist die Sequenz

. Hy(B,A) = H,(X,A) 25 Hy(X,B) -2 H,_1(B,A) =5 ...

exakt. Der Randoperator 0 dieser Sequenz ist definiert als die Komposition des
Randoperators der langen exakten Sequenz des Paares (X, B) mit der von der
Inklusion B — (B, A) induzierten Abbildung in Homologie.

Im folgenden wollen wir die Homologie der Sphéren aus den Eilenberg-Steenrod-Axiomen
berechnen. Fiir die Suspension gilt allgemein:

Satz 5. FEs gibt einen natiirlichen Isomorphismus
[:IQ(SX) = ﬁ[q—l(X) :

Seien dazu S’X und C'X die unreduzierte Suspension bzw. der unreduzierte Kegel iiber
X also
S'X =(XxI)/(Xx{0}uX x{1})
und
C'X =(XxI)/(X x{1}) .
Da wir mit wohlpunktierten Rdumen arbeiten, spielt das fiir die Homologie keine Rolle,
es ist also . 3 3
H(SX)=H(S'X/I)=H(S'X,I)=H(5'X) .
Definiere A, C S'X fiir r € [ als {[t,z] |t < r,z € X} und b; := [{0} x X]| € §'X fiww
1 =0, 1. Dann gibt es offensichtliche Homotopiedquivalenzen

(6) C/X >~ bl s
(7) (S'X, A1/2) ~ (S'X,by) ,
(8) (S/X \ A1/47A1/2 \ A1/4) = (O/X7 X).

Betrachte nun die lange exakte Homologiesequenz des Paares (C' X, X):

Hy(C'X) 25 Hy(C'X, X) =5 Hy y(X) = Hy 1(C'X),
Da C"X zusammenziehbar ist, sind die beiden duleren Gruppen trivial und aufgrund der

Exaktheit der Sequenz ist der Randoperator in der Mitte ein Isomorphismuns. Anderer-
seits ist

H,(S'X,bo) = Hy(S'X, Ayja) =2 Hy(S'X \ Arja, Arja \ Arja) =2 Hy(C'X, X),
wobei die beiden dufleren Isomorphismen von den Homotopiedquivalenzen und

induziert sind, und der mittlere durch Ausschneidung von Ay, aus (S’X, Ay /2) entsteht.
[}
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Die Homologiegruppen der Sphéren S™ sind also

Korollar 9.
Z:q=mn
0:q#n

3.3. Der Abbildungsgrad. Fiir Abbildungen f : S" — S™ kénnen wir damit eine
ganzzahlige Homotopieinvariante definieren: Wihle einen Isomorphismus ¢ : Z — H,(S™)
(= H,(S™), wenn n > 0) und definiere den Abbildungsgrad von f als

grad f := ¢~ fo(1) .
Eigenschaften des Abbildungsgrades:

(1) Sind f und g homotop, so ist grad f = grad g. Nach [Spanier] S. 398 gilt auch die
Umkehrung.

(2) Fiir f,g:S™ — S™ gilt grad (f o g) = grad fgrad g.

(3) gradid = 1.

(4) Die Spiegelung f : S™ — S™ | (z1,...,%pt1) — (21,...,%p, —Tpy1) hat grad f =
—1.

(5) f:S*— S mit z — 2F hat grad f = k

(6) Ist A: R — R"*! orthogonal und invertierbar, so ist

H(D" 5 = A = {

grad A|gn = sgndet A |

denn jede invertierbare lineare Abbildung ist homotop zu einer orthogonalen Ab-
bildung, die man als Komposition von Spiegelungen schreiben kann.

(7) Die stereographishe Projektion R"™ — S liefert zu einer invertierbaren linea-
ren Abbildung A : R*** — R™"*! wie oben eine stetige Abbildung A : S"*! — Sntt
deren Abbildungsgrad ebenfalls sgn det A ist.

(8) Sei p : S™ — S™ Vv S™ die Einschniirung des Aquators, also in Koordinaten die

Abbildung
(I‘l, e 7$n+1) —
((1— 2$i+1» 2Tp41T2, -+, 2T 41T, 220 4121) (1,0, ..., 0)) fpg1 20
((1,0,...,0),(1 =222, |, —2%p11%a, . . ., —2Tp g1 T, =21 X1) < Tpyr < 0
Sind ferner f,g : S™ — S™, so hat die Komposition S" - §"\/ §” Y9 gn den
Abbildungsgrad
(10) grad ((f V g) op) = grad f + gradg .

Damit kann man den Abbildungsgrad durch Zéhlen der Urbilder mit Orientierungen be-
stimmen. (Fiir den Begriff der Orientierung auf einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit
siehe z. B. [Brocker-Janichl.)

Satz 11. Ist f : S" — S™ stetig, y € S™ mit f~'(y) = {x1,..., 2} endlich, und ist f in
Umgebungen U; der x; differenzierbar mit requldrem Differential, so ist der Abbildungsgrad
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von f durch die Formel

l
grad f = "sgn (f, ;)

i=1
gegeben, wober
sgn (f7 xz) =+l )

je nachdem ob das Differential df von f an der Stelle x; eine orientierte Basis von T,,S™
auf eine orientierte Basis von T,S™ abbildet oder nicht. (fir eine feste Orientierung von

sn.)

Beweisskizze(fiir Details siehe [Dold], S.66 ff): Approximiere f in der Néhe der Punkte z;
durch eine Abbildung, die in geeigneten Karten um diese Punkte linear ist. Wir konnen
also ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, daf es disjunkte Karten g; : D" —
Ui und h : D* — V, V eine Umgebung von y, gibt so, dafl h~! o f o g; linear und gleich
df,, ist. Diese Karten liefern Homoomorphismen S" ~ Dm"/S"! & S™/(S™\ U;) und

S" =~ D" /Sm1 9 S™/(S™\ V) damit kénnen wir f durch
57— s\ JU) =\ 5 R S (S Y) - 5

faktorisieren. Iteriertes Anwenden von liefert dann die Behauptung. .

3.4. Der zellulidre Kettenkomplex. Ein Kettenkomplex (I, §) ist eine graduierte abel-
sche Gruppe I' = @T',, ("Kettengruppen’) zusammen mit einem Gruppenhomomorphismus
§ = @, 6, : ', = T,y auf T vom Grad —1, ('Differential’), mit der Eigenschaft, dafl
d o 6 = 0 ist. Die Homologie von (T',d) ist die Faktorgruppe

H(I',0) := Kernd/Bild § .
Homologie ist also ein Maf§ dafiir, wieweit die Sequenz

On On—1
...I‘n_>1"n_1”_>1"n_2...

davon abweicht, exakt zu sein.

Hat man eine Zellzerlegung {X, },en, eines topologischen Paares (X, A), so kann man
H(X,A) effektiv bestimmen. Dazu definieren wir einen Kettenkomplex, von dem wir
zeigen werden, daf seine Homologie die Homologie von (X, A) ist.

Definition 12. Die zelluldaren Kettengruppen sind definiert als

(X, A) = Hy (X, Xoo) -
Das Differential
571 . Pn(X7 A) - Hn(Xn7Xn—1) - Fn—1<X7 A) - Hn—l(Xn—laXn—2)
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sei der Randoperator der langen exakten Sequenz des Tripels (X, X,—1, Xn_2), i.e. die
Komposition des Randoperators 0 des Paares (X,, X,_1) mit dem von der Inklusion j :
Xno1 — (X1, Xp_2) induzierten Homomorphismus j. der Homologiegruppen:

8 '*
571 . Hn(Xnaanl) — nfl(anl) J% nfl(anlaanQ) .

Dann gilt

Satz 13.

H(X,A)=H(T,)).
Fiir endliche Zellkomplexe folgt dieser Satz bereits aus den Eilenberg-Steenrod-Axiomen.
Insbesondere zeigt er, dafl eine Homologietheorie auf endlichen Zellkomplexen durch diese

Axiome eindeutig bestimmt ist. Fiir unendliche Zellkomplexe verwendet man, dafl fiir
Homologietheorien, die dem wedge-Axiom geniigen, zusétzlich gilt:

Satz 14. ([Switzer] ,7.5.8) Ist X ein Zellkomplez, Xo C X; C Xy C ... C X Unterkom-
plexe mit UieN X; = X und bezeichnen i, : X,,, — X, und jn, : X, — X die Inklusionen,
50 ist {H(Xp), 1", jmtmmen €in gerichtetes System mit limdir H(X,,) = H(X).

Mit dem folgenden Lemma zeigen wir Satz[13|dann fiir endlichdimensionale Zellkomplexe:

Lemma 15. ([Whitehead]) Fir p < q ist Hy(X,, A) — H,(X, A) isomorph und fiir g =p
18t
H

p

+1(Xp+17Xp) - Hp(va A) - Hp(Xa A) —0
exakt.

Beweis des Lemmas: Betrachte die lange exakte Sequenz des Tripels (X, X, A):
Hpi1(X, X,) — Hp(Xy, A) — Hp(X, A) — Hp(X, X)) -
Zunichst gilt wegen X,1/X, ~ \/j S}Hl, da Hy(X,41,X,) = 0, wenn p < ¢. Aus der

langen exakten Sequenz
Hp+1(Xq+i+1> Xq+i) - Hp(Xq+i7Xq) - Hp(XquiHan) - Hp(Xq+i+17Xq+i)

des Tripels (Xgyiv1, Xg+i, X,) folgt daraus per Induktion iiber 4, dal H,(X,4;, X,) = 0
fiir p < ¢, i > 1. Der direkte Limes in Satz [14]ist daher

Hy(X, X,) = imdir ;oo Hy(Xg4s, X,) = 0

und die Abbildung H,(X,, A) — H,(X, A) ist isomorph fiir p < ¢ und surjektiv fiir p = q.
Die lange exakte Sequenz

Hpio(X, Xp1) = Hpt(Xpy1, Xp) = Hpt (X, X)) — Hp1 (X, Xpia)

des Tripels (X, X,11, X,) zeigt schlieBlich, daB i : Hpi1(Xpi1, Xp) — Hp1 (X, X)) surjek-
tiv und damit Bild (0 0 i) = Bild (0) = Kern (H,(X,, A) — H,(X, A)) ist.
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Zum Beweis des Satzes betrachten wir das Diagramm

Hn+1(Xn+17Xn) - Hn(XnaA) - Hn(Xnan—1> - n—l(Xn—laA) - n—l(Xn—laXn—Z)

!
H,(X,A)

([Whitehead] S. 63 ) o

Im folgenden werden wir zeigen, wie der Kettenkomplex (I'(X, A),§) aus den Daten des
Zellkomplexes (X, A) berechnet wird. Dazu wihlen wir fiir alle n € N einen Homéomorphismus
S™ ~ D"/S" ', Dies liefert insbesondere einen Isomorphismuns H,(A9, A7) 2 H,(S9). In
dem folgenden kommutativen Diagramm bezeichnen f,, : Ar — n—1 die Anklebeabbil-
dungen und £, : A"/ Am X, /X,_1 die charakteristischen Abbildungen der n-Zellen von

X:

)

Hn(Xna anl) B anl(Xn71> B— Hn71<anl> Xn72)
T Fn T fn T Fn*1
o,(A"AY 2% H, (A H,_ (A1, Ar1)
7 T 7
. @aj . n ne . ne
Djcs, Ho(A},AY) — Dy, Hu1(A}) Dic, , Hoa(AFTH AT
T T | Projektion auf den I-ten Faktor
Ho(ApAp) 25 H (A Hy (A7 A7
T 7
Hya (S B, Hya (S™71)

Die n-te zelluldre Kettengruppe identifizieren wir mit der von den n-Zellen des Komplexes
X erzeugten freien abelschen Gruppe. Die Matrix (6;;);je,,,,ics. des Differentials

0:Thn(X,A)= @ AMMZ -T,(X, A) =P Az
Jj€JIn+1 i€Jn

in den durch die Zellen gegebenen Basen heifit Inzidenzmatrix. Thre Eintrdge sind die

Abbildungsgrade [k, ] der Abbildungen
(16) Sm I X, X Xl & AT AT P AP /AN A ST

Hier ist fi die Anklebeabbildung der k-ten n + 1 Zelle, h™ die von der charakteristischen
Abbildung der n-Zellen induzierte Abbildung der Quotienten und p; von der Quotien-
tenabbildung A — A% /((Jn \ {{}) x D") induziert.
Beispiele:
(1) Die Zellzerlegung des komplex-projektiven Raumes CP™ hat nur in geraden Di-
mensionen eine Zelle. Die Randoperatoren des zugehorigen zelluldren Kettenkom-
plexes verschwinden also und wir erhalten

7Z q=2k,k=0...n
0 :sonst

H,(CP") = {
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(2) Fiir den Torus erhalten wir den Kettenkomplex

0+« 7Z & YASY/ & 7 — 0
also die Homologiegruppen

VA :q=0,2
H,(S'xSY =S ZaZ :q=1
0 :q>2oderg<0
(3) Fiir den reell-projektiven Raum RP™ haben wir eine Zellzerlegung mit jeweils einer

Zelle in den Dimensionen 1...n. Die Abbildungsgrade der Anklebeabbildungen
sind abwechselnd 0 und 2. Der Zelluldre Kettenkomplex lautet daher

227237, 282270
falls n gerade und

2237, & 0870
falls n ungerade ist. Die Homologie dieser Komplexe ist

Z :q=0
H,(RP") = Z  :q=n ungerade
Z7/27 0 < q < n,q ungerade

(4) Aufgabe: Der zelluldre Kettenkomplex der ,,umsténdlichen” Zellzerlegung von S™
lautet

2L — 2Dl +— ... «—LDL—TDZ

Bestimme die Randoperatoren.

3.5. Kohomologie mit Koeffizienten. Wir wollen hier kurz erklidren, wie man die sin-
gulidre Kohomologie mit Koeffizienten R aus der singulidren Homologie berechnen kann.
Der Einfachheit halber sei im folgenden R ein Hauptidealring. Viele der folgenden Tatsa-
chen gelten auch fiir allgemeinere Klassen von Ringen (Fiir weitere Details siche [Spanier]
S. 219-248). Fiir einen Zellkomplex erhélt man H*(X, R) als Homologie des Komplexes

— Hom (I"(X),R) — Hom (I'"™*'(X),R) — .
Die Paarung
Hom (I'M(X),R) @ I'(X) — R
a®a — ala)
induziert eine von der Zellzerlegung von X unabhéngige Paarung
H'(X,R)®@ H,(X) — R

also einen Homomorphismus H"(X, R) — Hom (H,(X),R). Damit gilt das folgende uni-
verselle Koeffiziententheorem fiir Kohomologie:
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Satz 17. Es gibt eine natiirliche kurze exakte Sequenz
0 — Ext (Hy—1,R) — HY(X,R) — Hom (H,(X),R) — 0
die spaltet, i.e. es gibt einen Isomorhismus
HY(X,R) = Ext (Hq-1,R) @ Hom (H,(X),R) .
Dieser Isomorphismus ist aber nicht natirlich!

In diesem Satz bezeichnet Ext einen Funktor von der Kategorie der Paare abelscher
Gruppen in die Kategorie der abelschen Gruppen, der wie folgt definiert ist: Sind A und
B abelsche Gruppen, so sei

00, 5Ch—A—0

eine kurze exakte Sequenz mit freien abelschen Gruppen C und Cj. Eine solche Sequenz

nennt man eine freie Auflésung von A. Dann rechnet man nach, dafl die Sequenz 0 —

Hom (A, B) — Hom (Cy, B) oD Hom (Cy, B) exakt ist. Ext (A, B) ist definiert als der

Kokern von Hom (r,id), also so, daf} die Sequenz
0 — Hom (A, B) — Hom (Cy, B) 1o tom (C1,B) = Ext(A,B) — 0
exakt wird.
Ist A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe so schreiben wir T'(A) fiir die Torsionsunter-
gruppe und F(A) = A/T(A) Dann gilt A = F(A) @ T(A) und die Definition von Ext
zeigt, dafl
Ext (A,B)2T®B.
Das universelle Koeffiziententheorem liefert daher fiir R = Z die Isomorphie
HY(X,Z) = T(Hy1 (X)) ® F(Hy (X)) -

3.6. Hindernistheorie. Sei (X, A) ein relativer Zellkomplex und f : A — Y stetig.
Wir wollen versuchen, f nach und nach iiber die Skelette von X fortzusetzen. Sei also
zundchst f, 1 @ X,_1 — Y eine Fortsetzung von f auf das (n — 1)-Skelett von X. Der
Einfachheit halber wollen wir voraussetzen, dafl die Fundamentalgruppe von Y trivial auf
der (n — 1)-ten Homotopiegruppe 7,_1(Y,y) := [(S"!, %), (Y,y)] operiert. Dann miissen
wir uns um Basispunkte keine Gedanken machen. Insbesondere liefert eine beliebige Ab-
bildung S"~! — Y ein wohlbstimmes Element von 7, 1(Y,y). Ist g : S"! — X, die
Anklebeabbildung einer n Zelle von X, so ist f,—; genau dann auf X,,_; U, An fortsetzbar,
wenn f, 10g:S" ! — Y nullhomotop ist, also wenn das ¢*(f) : g — [fn_109] € T_1(Y)
verschwindet. ¢"( f) liefert also zu jeder n-Zelle g von X ein Element in 7,1 (Y") und damit
ein Element in I'(X, A, 7, _1(Y)), das Hindernis-Kokette heifit. Fiir diese gilt ([Whitehead)]
S. 230fF) :

(1) fao1:Xn_1 — Y ist genau dann zu f, : X,, — Y fortsetzbar, wenn ¢"(f) = 0.
(2) ¢*(f) ist ein Kozykel, repriasentiert also ein Element in der Kohomologiegruppe
H"(X, A, m,1(Y)).

Fundamental ist der folgende
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Satz 18. Sei f: X,,_1 — Y. Dann hat f|x,_, eine Fortsetzung auf X,,, genau wenn die
Kohomologieklasse von ¢ (f) also [¢"(f)] € H"(X, A, mp,—1(Y)) trivial ist.

Beispiel: Mit der langen exakte Sequenz der Homotopiegruppen ([Spanier] S. 377) der
Faserung S!' — S%+1 — CPY.) sieht man, dal die Homotopiegruppen des komplex-
projektiven Raumes CP? fiir k < 2q durch

0 : 0<k<2q,k+#2
mer)={ g syt

gegeben sind. Insbsondere ist CP? einfach-zusammenhéngend und k-einfach fiir alle £ € N.
Ist S = CP! «— CP? die Inklusion des 2-Skeletts und f : S?> — CP? irgendeine
Abbildung, so zeigt Satz [18] da f sich immer zu einer Abbildung CP? — CP? aus-
weiten 148t, denn das 3-Skelett von CP? ist ebenfalls S? und die Kohomologiegruppen
H*(CPY, m),_1(CPY)) sind fiir alle k trivial.

3.7. Die Homologie der Grassmann-Mannigfaltigkeiten. Die Grassmann-Mannigfaltigkeiten
G,(N) kann man sich vorstellen als Menge der n-dimensionalen Untervektorrdume des

RY. Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Riiume findet man z.B. in [Wolf], [Whitehead] S.
204. Betrachte die Untermannigfaltigkeit

g = {(al, P ,an) | a; € RN_n+i, <6Li | aj> = ’i»j}

von SN x ... x SN7L Auf S operiert die Gruppe G = (Z/2Z)" = {(u(1),...,pu(n)) |
w(i) = £1} durch

(u(1),...,pu(n)) x (a1,...,a,) — (w(D)ay,...,un)ay,) .

Fiir a € RY sei 0(a) = min{q € N | a € R?} und fiir @ = (ay,...,a,) € S schreiben wir
o(a) = (o(ay),...,0(a,)). Die Wirkung von G schrénkt sich auf die Teilmenge

S={(ay,...,a,) €S|0<0(a) <...<o(a,) <N}
ein. Der Quotient S/G ist die Grassmann-Mannigfaltigkeit G, (N).

Zunéchst definieren wir eine G-invariante Zellzerlgung von S. Fiir 0 = (s1,...,s,) € N”
mit 0 < 51 < 89 < ... < s, <N benutzen wir folgende Notation:
Sy = {(a1,...,a,) € S|a; € R¥}
lo| = Z Si — i
i=1
o = (S1,...,85—1,...,8,)
o= (1), p(l= 1), —p(l), p(l + 1), u(n))
Sk = U Sg
lo|=k

e = {(ar,...,a,) € S | a; € R¥ sgn {a; | e,,) = (i)} .
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Dann ist
Se =S, U | el
neG
und
Sk = Sk,1 U U 6(0’“) .

HeG,|o|=k

Die Parametrisierung der Zellen. Abhingig von o fassen wir die Standard-|o|-Zelle DI/
auf als

Alel = D3t 5 x D*n
und definieren vermoge dieser Identifkation eine Abbildung
(o,p) : A7l — 5,
durch

(1, ..oy ) — (ag, ..., a,)

ap = RZ’ZjeSkil . ~RZE1)651F"xk, w(k)y/1— a2 .

Fo - Rsk—k N ]Rsk—l
(51"'55197]{?) = (51"'551717075817"'7652*2707"'7£Sk7k‘)
ab, d.h. die j-te Koordinate ist

(P76l = {

Aq
w(g)esq
von a, und e,, erzeugten Ebene des R, die yi(q)es, auf a, dreht und auf dem orthogona-

len Komplement dieser Ebene die Identitét ist. (Diese Ebene ist dann wohldefiniert, da
(aq | 1(q)es,) > 0.) Die Einschrankung von (o, ;1) auf den Rand

mit

Dabei bildet

0 wenn j €0
$it#tlalsa<isqeor Wemn j & o

Wenn a, = u(q)es,, so sei R = idgsr. Andernfalls sei RZ‘éq)e die Drehung in der
Sq

oAl = | Jo, D! |
q=1
O,Al7l = D171 5o poam1=(a7l) 5 gamaml o psa—(atl) oLy pEen

der Standard-|o|-Zelle liefert die Anklebeabbildung. Wir erhalten

Satz 19. Eine Zellzerlegung von S ist gegeben durch

(1) Das k-Skelett von S ist Sk fir k=0...n(N —n).
(2) Sk entsteht aus Sk_1 durch Ankleben einer k-Zelle fir jedes o mit |o| = k durch
(o, 1) : A7 — Sk_;.

Diese Zellzerlegung ist requldr, d.h. die Anklebeabbildungen sind Einbettungen.
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Die Inzidenzmatrizen. Aufgrund der Regularitat dieser Zellzerlegung sind die Abbildungs-
grade in ((16) und damit die Eintrige der Inzidenzmatrizen gleich £1. Um diese Eintréige
zu bestimmen, vergleichen wir die Parametrisierungen, die wir auf e(?t#) erhalten, wenn
wir die (o, ) auf ;Al°l einschréinken, mit der ,,direkten” Parametrisierung durch (o7, 1').
Dabei kommen nur die Félle ¢/ = pund p/ = g vor. Die Sphire S™ C R™*! orientieren wir
dabei so, daf§ eine Basis vy, ..., v, von T, S™ genau dann orientiert ist, wenn vy, ..., v,,x
und ey, ..., e, gleich orientiert sind. Die Parametrisierung

X+ (y17-~~7yn) = (ylv"wyl*la(yh:l:\/ 1_yl2)7yl+17'-->yn>

von 9 Al hat dann
sgn (X:I:) = :t(—l)zZ:lH(Sq—Q) .

Sei im folgenden v = 1, wenn p/ = p und v = —1, wenn p' = p.
(ay = Foxy,p(l)y/1—a?
a1 = Rzl(ﬁQ)eSFQ - 'RZtl)eleaxl_l’ p(l — 1)\/ -},
(21, 2,) 2 w = Ryt R, Foanp()y/1— o}

avr = Rife, o Blye, Foome, pll+1)y/1 = o,

— an—1 .. a “ .. a o — 2
L @ = B, Blve,  Bie, F7Tn () /1 — a3

T Xou
(b = Foy,p(1)y/1 -y
by b o
e Rzﬁz(l?—mesz_z o Ryge, FOy-n = 1)1 =y
o1 o — b o
(yb s ayn) (}l_l‘)) by - R;Ll(llfl)eSF1 T R,ul(l)ele Y I/IU(Z) 1— yl2
b b o
bt = Ryye, o Be, F7 Y U+ 11—y
B U RY LU RY o — .2
\ bn - Ru(n—l)esrh1 Rul,u,(l)esl,1 R,ul(l)ele lyTw /L(ﬂ) 1 Yn

Die Inzidenzzahl [(o, i) : (07, /)] ist dann der Grad von

(o0, 1) " 0 (0, 18) © X)) (Ws - - Un) = (Y1 Y0)
wobel

Y =Y
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fir y <. Fiir 7 > [ ist

/ — 5 -1 e @ P a o1y —1
Y, = (Ruj(j—l)esj71 RuL(l)esl_1 R,ul(l)eSlF l) X
RMJ(;il)es]v,l o Rzl(l)esl T thl)esl ngl""j? :u(]) \/ 1- yl2+j
ap— a o\—1 a —1 pa a o :
= Builne, ,  Bute, I Boe, )™ Bulvey,  Batvye,, F7Y5 11 =35 -
also

() )] = p(D)(=1) B

(.0): ()] = —pld)(~1) Tt
Um den Kettenkomplex von G, (V) zu bestimmen, brauchen wir noch die Operation von
G. Bezeichnen wir mit 7 : S — G, (N) die Quotientenabbildung und 7; die Punktspiege-
lung des [-ten Vektors, also

T (1, ey Q1 Gy Ay ey Q) > (A1 ey Qi1 — Qg Ay - ey )
so erhalten wir
Tl(aa M) = (_1)8171(07 ,ul) :

und konnen die Zelle (o) von G,,(N) so orientieren, dafi (o, (1,...,1)) = 0. Damit folgt
mit g = (1,...,1) aus der Aquvarianz der Zellzerlegung von S unter der Wirkung von G,

daf}
d(o) = 9r(o,p) =n0((o,u)
= w([(o,p) = (o0, ) (o1, 1) + [(0, 1) = (01, pu)| (01, 1) +R)
([ 1) = (01, )] (01, 1) + [(0, ) = (00, )] (0, ) + R)
= (—1) Rl (g)) 4 — (1) a0 (— 1) () + R)
= (D) Eamnled) (2= ) (1) (0) 4 R)

wobei R den Beitrag von Zellen bezeichnet, die unter 7 nicht auf (o) abgebildet werden.
Die Inzidenzzahl in G, (N) ist also

(0) ()] = (~1)" im0 o (~1)77)

Homologie und Kohomologie mit Koeffizienten Z/27Z ergeben sich daraus unmittelbar:
Die Inzidenzzahl [(0) : ()] ist immer gleich 0 modulo 2 und damit sind die zelluldren
Kettengruppen schon die Homologiegruppen. Wir erhalten also

Satz 20. Die Homologie der Grassmann-Mannigfaltigkeit G,,(N) mit Koeffizienten Z /27
15t

Hy(Gu(N),Z/2Z) = Z/2Z{(s1, ... ,8) [ 1< s1 < sy <...s, <N,Y si—i=q}.
=1
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Schliefflich geben wir noch die Inzidenzzahlen fiir die orientierte Gassmann-Mannigfaltigkeit
GH(N):={(V,0) | V c RY Untervektorraum, dim V = n, O eine Orientierung auf V'}

an. Fassen wir G C Sy, auf als Untergruppe der symmetrischen Gruppe auf 2n Elementen,
so sei G = G N Ay, die Menge der geraden Permutationen aus G. Mit anderen Worten
ist

Gt = {(u(), .. u()) | [T u) =1} .
Dann ist
G/ (N):=S/G* .

Bezeichnen wir mit (o, +) und (o, —) die Bilder von (o, (1,...,1)) bzw. (o,(—=1,1,...,1))
unter der Projektion S — G, (N), so erhalten wir

(o,
(o,
(o,
(0, =) : (o0, +

wobei s; der i-te Eintrag in o; ist.

(_ 1)"*I+Z:}:l+1(3q*q)

—(=1)s s e (50— 0)

+): (01,+)
) o) =
)i =)) = (L
(o1, +)

— (_ 1)5,1_1"‘524‘*‘2;:1“(3(1_‘1)

4. Spektalsequenzen

Ein kommutatives Diagramm abelscher Gruppen
D - D

ProN
E

nennt man ein exaktes Paar, wenn die Sequenz
p--p-1E-%D-5D

exakt ist.

Die Ableitung eines solchen exakten Paares ist das exakte Paar

D' =Bidi -5 D
P oINS
E'" =Kern(jo0)/Bild (j o)
wobei @ und i’ die Einschréinkungen von 0 bzw. ¢ sind und j' die Komposition
5 Bildi = D/Kerni — Kern (j o 9)/Bild (j 0 9)
ist. Also ist E' die Homologie des Kettenkomplexes

—>EQ>E—>.
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Die zu dem exakten Paar gehorende Spektralsequenz ist dann die Folge der Ableitungen
PF = (P*1) von P. Wir schreiben E* fiir die entsprechende abelsche Gruppe im exakten
Paar Pk,

IstC: -+ — Cy — Cp_1 — --- ein filtrierter Kettenkomplex, dessen p-te Filtrierung wir
mit FPC bezeichnen,

U U

— chk — Ff"(Jk_l —
U U

— prle — Fp’le_l —
U U

so erhalten wir ein exaktes Paar durch

Dyg = Hypg(FPC)

Eyy = Hyy(FPC/FP7IC)

Die Abbildungen ¢, 7 und 0 erhalten wir aus der langen exakten Homologiesequenz zur
kurzen exakten Sequenz

FPC — FPH¢ — FrHic/Fre

der Kettenkomplexe, also aus

— Dpy = p-l—q(FpC) e Dpi14-1 = Hp+q(Fp+1C> s
Epi14-1= Hp+q<Fp+lc/FpC) o Dy1,g = Hy144(F7C)

Man sagt, der Kettenkomplex C ist beschrénkt filtriert, wenn es fiir jedes k € Z Elemente
r,s € Z gibt mit F"C), = 0 fiir alle r < s und F"C} = C}, fiir alle r > s.

Satz 21. Ist C beschrdnkt filtriert, so konvergiert die Spektralsequenz, i.e. fir alle p,q gibt
es 1o(p,q) so daf fir alle r > ro(p,q) gilt E] , = E;?q(p’q). Diese Gruppe bezeichnet man

mit B35, Setzt man
®’H,, = Bild (H,(F*C) — H,(C)) ,
so gilt
EX, = O’H,, /O H,,, .

Hat man also E*° bestimmt, so muss man noch ein Erweiterungsproblem l6sen. Der
Vollstéandigkeit halber sei noch bemerkt, dafl man oft E* einer Spektralsequenz be-
stimmen kann, indem man die Natiirlichkeit ausnutzt und mit bekannten Situationen
vergleicht. Es gilt folgender

Satz 22. Ist f : C — D ein Homomorphismus filtrierter Kettenkompleze i.e. f(FPCy C
FPDy, und ist fiir ein ro die von f induzierte Abbildung E™(C) — E™(D) ein Isomorphis-
mus, so induziert f fir alle v > ro Isomorphismen E™(C) — E™(D). Konvergieren die
Spektralsequenzen so liefert f dann auch einen Isomorphismuns E*°(C) — E*(D).
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Die Leray-Serre-Spektralsequenz. Die wohl wichtigste Anwendung finden Spektral-
sequenzen bei der Berechnung der Homologie von Faserungen. Sei B ein Zellkomplex und
7 : E — B eine zellulire Faserung. Dann ist E(p) = 7 '(B,) C E ein Unterkomplex
(nicht zu verwechseln mit dem p-Skelett von E). Der zelluldre Kettenkomplex von E
erhélt so eine Filtrierung

FPT(E) = Hp(E(p)k E(P)k-1) -
Wenden wir darauf die oben beschriebene Prozedur an, so erhalten wir eine Spektralse-
quenz mit £'-Term
B}y = Hyeg(F/F7) 2Ty (B, H,(F)) == B, ,
deren d*-Differential das Differential des zelluléiren Kettenkomplexes von B mit Koeffizi-
enten in H,(F) ist. Der E2-Term ist also

E,, = Hy(B, Hy(F)) .

Allgemein gilt folgender Satz, auch ohne die eingangs gemachte Voraussetzung, dafl E ein
Zellkomplex sei:

Satz 23. (Leray-Serre Spektralsequenz, [Spanier] S./81) Sei F — E — B eine Faserung
mit wegzusammenhdngender Faser und trivialer Operation der Fundamentalgruppe von B
auf der Homologie von F'. Dann gibt es eine konvergente Spektralsequenz mit

E;g,q = HP(B7 HQ(F))
und eine Filtrierung ® von H,(FE) mit
(I)pHp+q(E)/q)p_1Hp+q =Eyy

Diese Spektralsequenz ist natirlich unter fasertreuen Abbildungen.
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