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Dieser Artikel beginnt mit dem Abstecken der verschiedenen Zahlbereiche. Einem Kapitel
Uber die Dichtheit der rationalen und reellen Zahlen schlief3t sich ein Kapitel Gber Irrationa-
litatsbeweise an, das Grundziige der Analysis benutzt und auch tUbersprungen werden kann.
Einfache algebraische Strukturen werden verwendet, um die Zahlbereiche zu erweitern. Dann
werden natlrliche und ganze Zahlen genauer untersucht. Als wichtiges zahlentheoretisches
Hilfmittel wird die Moduloarithmetik vorgestellt. Mit ihrer Hilfe werden Primzahltests, Fak-
torisierungsverfahren und Quadratzahlen untersucht. AnschlieRend werden Grundbegriffe der
abstrakten Algebra eingefuhrt. Darauf folgt ein Kapitel Gber Betrands Postulat fiir Unerschro-
ckene. Den Abschluss bildet ein Streifzug durch die Zahlentheorie.
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1 Kleine Zahlenkunde

Bevor wir in das weite Feld der Zahlentheorie einsteigen, missen wir uns zwangslaufig erst
einmal damit befassen, was wir unter Zahlen verstehen wollen. Dabei wird sich zeigen, dass
wir die Zahlbereiche immer weiter ausweiten mussen, um bestimmte Gleichungen I6sen zu
kénnen. So beschreiten wir hier den Weg von den naturlichen bis zu den reellen Zahlen. Die
Zahlbereiche ab den komplexen Zahlen werden spéter behandelt.

1.1 Natirliche Zahlen

Die naturlichen Zahlen kbnnen durch verschiedene Axiomensysteme eingefiihrt werden. Am
intuitivsten sind wohl did?eano-Axiome:

. listeine Zahl.
Jede Zahh hat genau einen Nachfolget.
1 ist nicht Nachfolger einer Zahl.

Jede Zahl ist Nachfolger héchstens einer Zahl.

a » W NP

Von allen Mengen, die die Zahl 1 und mit der Zahhuch deren Nachfolger’ ent-
halten, ist die Meng®& der natirlichen Zahlen die kleinste. (Prinzip deHstandigen
I nduktion).

Hier bedeutet ,Zahl” stets ,natlrliche Zahl“, denn etwas anderes haben wir ja noch nicht
definiert. Durch Hinzunahme der Null entsteht die Mefge= N U {0}.

1.2 Ganze Zahlen

Um Gleichungen der Forma = a — b mit a,b € Ny mit b > a lI6sen zu kdnnen, fihrt man
die negativen ganzen Zahléfr ein. Sie entstehen durch Spiegelung des Zahlenstrahls am
Nullpunkt. Die natirlichen Zahlen bilden die Menge = N (die positiven ganzen Zahlen).
Insgesant ist die Menge dganzen ZahlenZ = Z~ U {0} U Z™.



1.3 Rationale Zahlen

Die Menge der ganzen Zahlen ist bezlglich der Addition und Subtraktion abgeschlossen. Das
heif3t, sinde undb zwei ganze Zahlen, so ist+ b sowiea — b wieder eine ganze Zahl. Das
gleiche qilt fur die Multiplikation. Bei der Division treten allerdings Probleme auf. Denn ist

la| kein Vielfaches vonb|, so ista/b keine ganze Zahl. Zur Lésung definieren wir die Menge

Q derrationalen Zahlen: Q = {a/b|a,b € Z,b # 0}.

1.4 Reelle Zahlen

Die rationalen Zahlen bilden die Menge der endlichen oder periodischen Dezimalbriiche. Aber
was ist mit den unendlichen nicht-periodischen Dezimalbriichen? Beispielsweise kann man
die positive Losung der Gleichung = 2 durch eine Intervallschachtelung rationaler Zahlen
beliebig anndhern, aber man wird nie zu einem Ende kommen oder eine Periode finden.

Wir beweisen nun, dass unser Beispjé irrational ist. Dazu fithren wir einen Widerspruchs-
beweis. Angenommen/2 ware rational, dann gébe es teilerfremde € Z, ¢ # 0 so, dass
(p/q)* = 2. Daraus folgtp? = 2 - ¢%, d.h., 2 ist Teiler vorp. Ersetzen wirp durch2p’, so
erhalten wirg?> = (2p')?/2 = 2 - p%, was bedeutet, dass 2 auch Teiler ydst. Da abep und

¢ teilerfremd sein sollten, haben wir einen Widerspruch hergeleitet. Alsglstrational. [

Ein anderes einfaches Beispiel ist die Zahl, die die Gleichaing 3 bzw. x = log, 3 erfllt.
Warez rational, dann wéare = p/q und2P/? = 3, was auf2r = 37 fuhrt. Das widerspricht
aber denfFundamentalsatz der Arithmetik?. O

Die reellen Zahlen R setzen sich also aus den rationalen undideationalen ZahlenR\Q
zusammen. Uber die genauen Verhaltnisse dieser Zusammensetzung werden wir spater mehr
erfahren. Ebenfalls spater werden wir Verfahren kennenlernen, um irrationalen Zahlen zu
.konstruieren“. Die irrationalen Zahlen selber lassen sich noch ireldjebraischen und in
die transzendenten Zahlen unterteilen.

1.4.1 Algebraische Zahlen

Eine Zahlz heil3t algebraisch, wenn sie die Losung eines Polynoms mit ganzzahligen Koeffi-
zienten ist, d. h.

ant™ 4+ ap 12" 4. ar+ag=0 mit a; € Z,a,, # 0

erfillt. Wennn der kleinstmdgliche Grad des Polynoms ist, heifaigebraisch vom Grad.

Die rationalen Zahlen sind also algebraisch vom Grad 1 (die einzigen algebraischen Zahlen,
die nicht irrational sind), Quadratwurzeln aus Zahlen, die keine Quadratzahlen sind, sind somit
vom Grad 2. Die Summe, die Differenz, das Produkt und der Quotient zweier algebraischer
Zahlen ist wieder algebraisch.

1Satz von der eindeutigen Primfaktorzerlegung



Die Menge der algebraischen Zahlen ist abzahlbar, da sowohl die Koeffizienten der Polyno-
me als auch der Grad der Polynome selbst abzahlbar sind. Wir wissen aber, dass die Menge der
reellen Zahlen tGberabzahlbar ist. Die Losung dieses Problems sind die transzendenten Zahlen.

1.4.2 Transzendente Zahlen

Eine reelle Zahl, die nicht algebraisch ist, heil3t transzendent. Es gibt also ,wesentlich mehr*
transzendente als algebraische Zahlen. Schlieflich ist die Summe aus einer transzendenten
und einer algebraischen Zahl transzendent.

1.4.3 Die reellen Zahlen als Korper

Die reellen Zahlen bilden eine algebraische Struktur, die K@mper nennt. Dieser Korper
hat folgende Eigenschaften:

e Beziglich der Addition gilt:

o x+y=y+xfurallex,y € R (Kommutativgesetz)

@)

T+ (y+2) = (x+y)+ zfurallex,y, 2 € R (Assoziativgesetz)
o 04+x=2x+0=xflrallex € R (Existenz des neutralen Elements)

@)

z+ (—z) = (—x) + 2 = 0flrallez € R (Existenz des inversen Elements)
e Bezuglich der Multiplikation gilt:

ox-y=y-xflirallex,y € R (Kommutativgesetz)

o

r-(y-z)=(x-y)- zfurallezx,y, z € R (Assoziativgesetz)

O

1-x=x-1=xflrallex € R (Existenz des neutralen Elements)

@)

r-1/x=1/z-x=1furallex € R\{0} (Existenz des inversen Elements)
e Distributivgesetze:

ox-(y+z)=x-y+a-zfiralez,y,z € R
o (x4y)-z=x-2+y-zfurallex,y,z € R



2 Rationale vs. reelle Zahlen

Es gibt unendlich viele rationale Zahlen. Es gibt auch unendlich viele irrationale Zahlen. Es
gibt aber nicht gleich viele rationale wie irrationale Zahlen. In einem gewissen Sinn gibt es
Lunendlich viel mehr* irrationale Zahlen. Betrachtet man die Verteilung der reellen Zahlen
auf der Zahlengeraden, so kdnnte man naiv annehmen, dass auf ,viele” irrationale Zahlen
eine rationale Zahl kommt, dass die rationalen Zahlen praktisch ,dinn*“ verteilt sind.

Tatséachlich ist das Gegenteil der Fall. Die rationalen wie die irrationalen Zahlen liegen auf
der Zahlengeradedicht. Das bedeutet, dass man zwischen zwei beliebig weit voneinander
entfernten Punkten auf der Zahlengeraden unendlich viele rationale wie irrationale Zahlen
findet.

Um das zu zeigen, reicht es aus zu beweisen, dass man zwischen zwei Punkten eine ratio-
nale bzw. irrationale Zahl findet. Denn dann liegt wieder eine Zahl zwischen dieser und einer
der beiden anderen usw. Also impliziert die Existenz einer einzigen Zahl die Existenz von un-
endlich vielen. Um die Dichtheit der rationalen und irrationalen Zahlen zu zeigen, beweisen
wir also die folgenden vier Satze:

1. Zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen liegt mindestens eine rationale Zahl.

2. Zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen liegt mindestens eine irrationale Zahl.
3. Zwischen zwei beliebigen irrationalen Zahlen liegt mindestens eine rationale Zahl.
4. Zwischen zwei beliebigen irrationalen Zahlen liegt mindestens eine irrationale Zahl.

Beweise: Seien undb zwei rationale (bzw. irrationale) Zahlen uadk b,
1. soistc = (a + b)/2 rational und es gilt < ¢ < b. O

2. so unterscheiden sichundb ab dermn-ten Dezimalstelle. &) enthalt ab den-ten Stelle
nicht nur Nullen. Dann seidie Zahl, die man erhalt, wenn man vioab derm-ten Stelle
die Dezimalziffern abschneidet. Ferner hatb derm-ten Stelle {n > n) die erste von
Null verschiedene Ziffer. Dann hdnge man@anochm — n Nullen an und dann eine
beliebige Reihe von Zufallsziffern. Vorausgesetzt, diese Reihe ist nicht periodisch, so
ist ¢ irrational. b)b enthalt ab dem-ten Stelle nur Nullen. Dann bilde man solange
b = (a+b)/2, bis das Verfahren a) firund®’ angewendet werden kann. O

3. so unterscheiden sichund b ab dern-ten Dezimalstelle. Dann seidie Zahl, die man
erhéalt, wenn man voh ab dern-ten Stelle die Dezimalziffern abschneidet. Esdist
¢ < b, und dac eine endliche Dezimalzahl ist, ist c rational. O
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4. siehe 2., wobei die Unterscheidung a) und b) weggelassen werden kann. O

Man konnte auch noch mit denselben Verfahren zeigen, dass zwischen einer rationalen und
einer irrationalen Zahl beliebig viele rationale und irrationale Zahlen liegen. Damit haben wir
die Dichtheit der rationalen und reellen Zahlen auf dem Zahlenstrahl bewiesen.

Was wir hieraus gelernt haben ist, dass sich rationale und irrationale Zahlen weniger durch
ihre Haufigkeit auf dem Zahlenstrahl unterscheiden, als vielmehr durch ihre ,Komplexitat”.
Denn da rationale Zahlen Losungen der Gleichung — b = 0 sind mita, b € Z (das sind
abzahlbar unendlich viele), kann ihre ,Komplexitat* als kleiner angesehen werden als die der
transzendenten (irrationalen) Zahlen, fur die keine Polynomgleichung existiert.

11



3 Irrationalitatshewelise

Im Einflhrungskapitel haben wir bereits zwei elementare Irrationalititsbeweise kennen ge-
lernt. Hier werden wir allgemeinere Regeln aufstellen, um die Irrationalitat einer Zahl festzu-
stellen. Aul3erdem geben wir hier die wichtigen Beweise flr die Irrationalitat der Euler'schen
Zahl e sowie der Kreiszahir. Transzendenz ist im Allgemeinen schwerer nachzuweisen als
Irrationalitat, deshalb werden wir hier nur einen exemplarischen Beweis anfuhren. Die Trans-
zendenz vor undr gehort sicher zu den wichtigsten Ergebnissen der Zahlentheorie; letztere
lieferte die endgtiltige Begrindung fur die Unmadglichkeit der Quadratur des Kreises.

3.1 Polynomwurzeln
Sei P(z) ein Polynomn-ten Grades
P(z) = apx™ + ap_12™ "+ ...+ a1z + ag

mit a,, ...,a, € Z unda, # 0. Sei nun der gekurzte Brugl/q Wurzel von P, dann teiltp
das Absolutglied:, undg teilt a,,.

Beweis: Wenrp/q Wurzel vonP ist, dann isig™ - P(p/q) = 0 und somit
Up1qp"™' g T p +agg” = —anp”

Also teilt p das Produkt, - ¢, aber da undgq teilerfremd sind, teilp die Zahla,. Aus dem
gleichen Grund teily nuna,,. O

Anwendungen:

e Die Wurzeln des unitaren Polynoms,(= 1) sind entweder ganze Zahlen oder irratio-
nal.
Beweis: Dag den Koeffizienter,, = 1 teilen muss, is§ = +1. O

e Die Wurzeln vonr™ — ag = 0 mit n > 1 unda, prim sind irrational.
Beweis:q musste 1 teilen, alsp= +1. p mUsste die Primzall, teilen, alsqp = 1 oder
p = ag. Beide Mdglichkeiten erflllen die Gleichung nicht. O

U.a. sind also/2, v/3, /5, .. . irrational.

12



Wir haben somit ein allgemeines Kriterium gefunden, um herauszufinden, ob ein gegebener
Wurzelterm irrational ist oder nicht.
Beispiel: Priife, ob/6 irrational ist!

r=v6 < 2°—6=0.

Wir findeng = +1, p = 1, 2, 3, 6. Wir erhalten keine Losung der Gleichung, alsargtratio-
nal.

3.2 Die Irrationalitat von e

Die Irrationalitat vone ist der Schlussel zur Irrationlitdt von gewissen Potenzenevand
Logarithmen. Wir betrachten hier gleich zwei Beweise, die sich in ihrer Vorgehensweise un-
terscheiden.

Beweis 1: Wir betrachten nickht sondern dessen Kehrwérte. Wenn1/e irrational ist, muss
auche irrational sein. Fui /e existiert die Reihenentwicklung

1 < (=1)
E_Z(z'!)

=0

oder ausgeschriebdfe = 1/0! — 1/1! +1/2! —1/3! + - -

Sei S(k) die k-te Partialsumme dieser Reihe, so$%&) — S(k — 1) = +1/k!. Bilden wir

eine Tabelle aus sukzessiven Partialsummen, so kdnnen wir den Wdrtevonmer genauer
eingrenzen. Wenn man die Werte jeder Zeile auf einen gemeinsamen Nenner bringt, erhalt
man:

2/6 < 1/e <3/6
8/24 < 1/e <9/24
44/120 < 1/e < 45/120
264/720 < 1/e < 265/120

Wobei die Zahler immer um differieren und die Nenner gleich! sind. Der ersten Zeile
entnehmen wir, dass der Nenner Vgl = p/q kein Teiler von6 sein kann. Ansonsten konnte
man1/e ndmlich alsm/6 schreiben, aber es existiert keinzwischer2 und3

Genauso kann kein Teiler von24, 120, 720 usw. sein. Die Tabelle enthalt aber alle Nenner
k!, und jedesn ist Teiler vonk! fur allem < k. Folglich kannl /e und somite nicht rational
sein. O

Beweis 2: Diesmal benutzen wir gleich die Reihenentwicklungeson

<1
e=) &
1=0

13



oder ausgeschrieben= 1/0! +1/1!'+1/2! +1/3! 4 - --
Seinune = p/q mit ¢ > 1, dann ist

! e_l_l_i_ _l = q! 1 + 1 +
¢ 1o ) TP\l g

eine ganze Zahl groRer Null. Eine Abschétzung fur die rechte Seite ergibt jedoch

1 1 11
+ +o < - =+ =1,
g+1  (¢g+1)(g+2) 2 22

was ein Widerspruch ist. O

3.3 Das Niven-Polynom

An dieser Stelle brauchen wir einen kleinen Einschub, um zu weiteren Erkenntnissen zu ge-
langen. Im Folgenden werden wir unt®¥,(x) ein ganz bestimmtes Polynom verstehen, das

definiert ist als
x"(l — :E)n 1 2 - n .
Nalw) = ——— = m;“” ( - n>x -
Man kann unmittelbar ablesen, da§g(x) = 0 fir z = 0 undz = 1. Allgemein ist

N,(z) = N,(1 — z).

Daher haben wir fir jedes beiz = 1/2 einen Extrempunkt. Ferner gilt die Ungleichung

1
0<Nn(x)<—‘ fir0 <z < 1.
n!

An den Nullstellen gilt
N™(0) = NM™ (1) =0 fiirm < nundm > 2n
sowie
N™(0) = NM™(1) = F cam  firn <m < 2n,
wobeia,, der Koeffizient vore™ und mit™ die m-te Ableitung gemeint ist. AuRerdem ist

N R () =0 fiirk > 0.

Wichtig fir uns ist die Erkenntnis, dad§,(z) und seine Ableitungen an= 0 undz = 1 nur
ganzzahlige Werte annehmen.

14



3.4 Potenzen von e

Fir jedes: € Z7 iste® irrational.

Der Beweis ist etwas kompliziert; wir brauchen einige Vorbetrachtungen, um die nachfolgende
Rechnung zu verstehen. Zunachst definieren wir die Funktion

I(z) = a®N,(z) — a® ' N/ (z) + -+ — aNZ"V(z) + NP (x)

mit 7(0), /(1) € Z und berechnen
al(x) = a® N, (z) — a® N/ (z) + - - — >N V() + aNE (2)

sowie

I'(x) = e Njfw) = @ N/(@) + -+ = aN& (&) + NE D (@),
Fur die Summe dieser Ausdrucke, atsldx) + I'(x) ergibt sich

a® N, (z) + N (z) = o® LN, (2).
Wir nehmen nun ars® = p/q und betrachten den Ausdruck
q(e™I(x)) = q(ae®I(z) + e I'(z)) = qe"*(al(x) + I'(x)) = ge"“a*" "' N, ().

Daher konnen wir schreiben
1

qa2n+1 /eaan([E) dz = g [eaxl(x)](l) _ q[ea[(l) _ ](O)] = p[(l) — q[(O)

Daher muss das Integral eine ganze Zahl sein. Wir haben abé¥, fiir) die Ungleichung
0 < N,(x) < 1/n!, die man fur hinreichend grof3edurch Multiplikation mitga***'e** und
Integration Ubef0; 1] umformen kann zu

1
0 < ga®"** /e‘”Nn(x) dr <

0

qa®(e® — 1)

' <1,
n:

was ein Widerspruch ist. O
Anwendungen:

e Wenne® irrational ist, ist auchl /e* = e~ * irrational. Das Ergebnis kann also &uf
ausgedehnt werden.

e Furjedey/q € Q\{0} ister/? irrational.
Beweis: Ware/? rational, dann wére aud?/?)? = eP rational — Widerspruch! [

e Furjedey/q € QT\{1}istIn(p/q) irrational.
Beweis: Angenommeny(p/q) = a/b, dann folgtp/q = e*/* — Widerspruch! O

e Somit sind als@, €2, \/e, e=3/, .. .irrational.

15



3.5 Die Irrationalitat von =«

Anstatt zu beweisen, dass die Zahirrational ist, zeigen wir das starkere Ergebntsist
irrational. Das impliziert die Irrationalitat vom (ansonsten ware das Quadrat einer rationalen
Zahl irrational).

Der Beweis lauft ahnlich wie beim Beweis der Irrationalitat voWir nehmen amr? = p/q
und definieren die Funktion

J(l’) _ q"(wQ”Nn(I) . 7T2n_2N7g2)(fL‘) + 7_‘.271—4]\/324) L 7T2N7(L2n—2)(x) + ngQn) (f))
und wissen, das$(0), J(1) € Z. Wir bestimmen

J/($) _ q"(wanfl(z) _ 7T2n—2N7§3) ($) + 7T2n—4N7g5) L 7T2N7(12n_1)(113) + N(2n+1)($))

J(2) ($) _ q"(wQ"N,(f) ([E) o 7r2n—2N7s4) ($) + 7T2n—4N7g6) L 7T2N7(12n)(1‘) + NT(LQn—i-Z) ([E))
Jetzt kommen wir zur eigentlichen Rechnung:
(J'(z)sinmx — J(z)wcosmz) = JP(x)sinmwz + J'(x) 7w cos ma
—J'(x) cosmw + J(x) 7°
= (JO(z) + 7% J(x))sin 7z

= 1" 2¢" N, (x)sin 7z

sin wx

= 7p"N,(z)sin 7z

Daher haben wir

™

1
1
an/Nn(QZ) sinmrde = = [J'(z) sinmx — J(z) 7 cos ]y = J(0) + J(1).
0

Also ist das Integral eine ganze Zahl. Wir finden aber fir hinreichend grofieder Unglei-
chung furN, (x) mittels Multiplikation mitzp™ sin 72 und Integration tbejo; 1]

Vs

1
2

0< an/Nn(l’) sinmr de < L' <1,
n!

0

was ein Widerspruch ist. 0

3.6 Aussichten

Ebenso wie man beweisen kann, dass die Zdtitrational ist, kann man auch zeigen, dass
die Zahl?/? mit p/q € Q\{0} irrational ist. Zu den Logarithmen ware noch zu erganzen,
dass auclog, b mita,b € Z\{1} irrational ist (wenn es nicht au$ ist).
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Man kann aber auch allgemeinere Uberlegungen anstellen: Kann z. B. eine irrationale Zahl
zu einer irrationalen Potenz erhoben rational sein? (Die Antwort ist ja — das wissen wir
z.B. aus unserer Untersuchung deFunktion. Dae?/? irrational ist, muss die Lésung der
Gleichunge® = n irrational sein. Der folgende Beweis ist jedoch weitaus einfacher.) Dazu
machen wir folgende Uberlegung:

V2 ist eine irrationale Zahl. Wemo/i\/i rational ware, hatten wir eine Losung gefunden.

NG
Wenn \/5‘/5 nicht rational ist, nehmen wi(ﬂﬂ> , was nun auf jeden Fall rational ist.

Das Faszinierende an diesem Beweis ist, dass es Uberhaupt keine Rolle sp}@{iormn
irrational ist oder nicht.

Der Beweis der Irrationalitat ist jedoch eine heikle Sache. So ist immer noch nicht klar, ob
eine so bekannte Zahl wir die Euler-Mascheroni-Konstariteational ist.

3.7 Die Liouville’'sche Konstante

Zum Schluss werden wir noch einen Transzendenzbeweis fuhren. Es ist bemerkenswert, dass
die transzendenten Zahlen den algebraischen zahlenméafRig weit tiberlegen sind, es aber den-
noch extrem schwer fallt, eine solche explizit anzugeben. Um hier Gberhaupt einen Transzen-
denzbeweis fihren zu kbnnen, missen wir einen wichtigen Satz von Liouville benutzen.

Eine Zahlz heil3t durch rationale Zahlesthlecht approximierbar, wennz fur alle Zahlen
p/q € Q der Ungleichung

P €

r—=|>—
q q*

mit festeme > 0 undu > 0 genugt. Der Satz von Liouville besagt nun, dass alle algebraischen

Zahlen vom Gradh > 1 schlecht approximierbar sind, wobei dami= n ist. Es missen also

alle irrationalen Zahlen, die nicht schlecht approximierbar sind, transzendent sein.

Betrachten wir den Ausdruck .
L=>) al0™"
=0

mita; € {1;2;...;9}. Fira; = 1 fur jedesi ergibt sich dieLiouville'sche Konstante, eine der
esten Zahlen, deren Transzendenz bewiesen wurde. Sie besitttagineder Dezimalstelle,
die gleich:! ist, und ansonsten nur Nullen. Wir betrachten jedoch die allgemeinere Zahl

L = 0,a;a2000a30000 - - - ,
wobei die Abstande zwischen depimmer langer werden. Sei nub,. die Zahl, die man er-
halt, wenn man nur die ersténTerme vonL berlcksichtigt. Dann haben wir die Ungleichung

10

Tatséchlich besagt daBelfond-Schneider-Theorem, dass wenn: und y Wurzeln eines Polynoms sind und
x # 0undz # 1 undy irrational ist, muss:¥ transzendent seirq/i\/5 ist also irrational.
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Wir werden nun zeigen, dagsnicht algebraisch sein kann. Dazu setzen wir

p p
Ly===—.
k q 10k!
Nun muss es eia > 0 geben, so dass
€

erflllt ist. Die beiden Ungleichungen kann man kombinieren zu

€ 10
10708 = L= Lif < 10+

was umgeformt werden kann zu

10 R (o (10"
€ 107K (T0RH"

>k+1—n :

was nicht stimmen kann, denn der Ausdruck rechts geht mit oo gegen unendlich.
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4 Erweiterungen der reellen Zahlen

Der Korper der reellen Zahlen ist beziglich der Operationen Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division abgeschlossen. Dennoch gibt es algebraische GleichungenizB.

—1), die keine reelle Lésung besitzen. Um diese Gleichungen I6sen zu kdnnen, fihrt man den
Korper derkomplexen Zahlen ein. Dieser Kdrper ist nun algebraisch abgeschlossen, d. h. jede
algebraische Gleichung mit komplexen Koeffizienten ist in ihm I6sbar. Genauer gesagt besagt
der Fundamentalsatz der Algebra, dass ein Polynom-ten Grades genau (nicht notwen-
digerweise verschiedene) Losungen hat. Danach besteht vom Standpunkt der Losbarkeit von
Gleichungen kein weiterer Grund, den Zahlbereich weiter zu vergréf3ern. Bestimmte Rech-
nungen lassen sich aber im Kontext hoherer Divisionsalgélweneinfachen und besser for-
mulieren. Wir folgen hier de€ayley-Dickson-Konstruktion, um diese Divisionsalgebren zu
konstruieren.

Im Rahmen der komplexen Zahlen finden sich wundersame Verbindungen zwischen Funk-
tionen, die im Reellen nichts miteinander zu tun zu haben scheinen. Das bekannteste Beispiel
flr so eine Beziehung ist wohl diguler’sche Gleichung e® = cosz + isinz. Darlberhi-
naus ist die Theorie der komplexen Funktionen von ausgesprochener mathematischer (insbe-
sondere geometrischer) Schonheit. Davon kdnnen wir hier aber nicht reden, wir werden uns
ausschlieRlich auf die komplexen Zahlen als Zahlbereich konzentrieren.

4.1 Komplexe Zahlen

Eine komplexe Zahl ist nichts weiter als ein Paar reeller Zakdeh). Die Addition zweier
komplexer Zahlen erfolgt komponentenweise, &ls®)+(a, ¢) = (a+c, b+d). Die Multipli-

kation ist(a, b) - (¢,d) = (ac — bd, da+ bc). Daraus folgt unmittelba(0, 1)* = (-1, 0), womit

unser eingangs erwahntes Problem geldst ware (wobei wir insgeheim vorausgesetzt haben,
dass wir die reellen Zahlen mit den komplexen Zahlen der Rar) identifizieren). Diese

Zahl taufen wirimaginére Einheit und nennen sig alsoi? = (0,1)> = —1. Eine komplexe

Zahl kann also auch in der Fora+ ib geschrieben werden. Die Zafl, —b) nennen wir zu

(a, b) komplex konjugiert und schreibefa, b) = (a, —b).

Die genau Definition des Begriff@ivisionsalgebra wiirde uns leider zu lange aufhalten, da wir die algebrai-
schen Grundlagen nicht haben. Wir bendtigen hier vor allem die Nullteilerfreiheit, d. h. dass qaus 0
stetsz = 0 odery = 0 folgt.
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4.2 Quaternionen

Wir verstehen unter eineQuaternion ein Paar komplexer Zahlgia, b). Die Addition erfolgt
wieder komponentenweise, aber die Multiplikation(isth)-(c, d) = (ac—db, da-+bc). Dies ist
dieselbe Formel wie bei den komplexen Zahlen mit Ausnahme der Konjugationen. Tatséchlich
hatten wir bei den komplexen Zahlen ebenfalls Konjugationen verwenden kénnen, denn die zu
einer reellen Zahl Konjugierte ist die Zahl selber. Die zu einem Quate(nidn konjugierte
Zahl soll(a, —b) sein, was wieder mit der Definition fir komplexe Zahlen identisch ist.
Spezielle Quaternionen sirid= ((1,0), (0,0)),i = ((0,1),(0,0)),j = ((0,0),(1,0)) und
k = ((0,0),(0,1)). j undk sind zuséatzliche imaginére Einheiten, deren Quadrat ebenrfalls
ist, wie eine Rechnung zeigt.
Aus diesen Definitionen kann man Regeln zur Multiplikation der Einheiten herleiten. Diese
lauten:

ij =k, ik = —j
ji=—kjk=i
ki =j,kj = —i
ii=jj=kk=—1
ijk = —1

Als Beispiel beweisen wiji = —k. Dazu berechnen wir

4.3 Oktaven

Bildet man ein Paar von Quaternionen, so entsteherCedigey-Zahlen oder Oktaven. Die
Muktiplikations- und die Konjugationsregel ist mit denen fur die Quaternionen definierten
identisch. So wie komplexe Zahlen und Quaternionen kdnnen auch Oktaven als Linearkombi-
nation der imaginéren Einheiten geschrieben werden. Um das Ganze Ubersichtlich zu halten,
benennt man sie um iy bis e;. Wie bei den Quaternionen isf = —1, und sie sind be-
zuglich der Multiplikationantikommutativ, d. h.e; - e, = —ey - e;. Wie man die imaginaren
Einheiten im Einzelnen zu multiplizieren hat, liest man am Besten aRaterEbene ab. Die
Fano-Ebene ist ein Gebilde aus der projektiven Geometrie, das uns als Schaubild dienen soll.
Wir multiplizieren die Einheiten, indem wir einfach den Pfeilen folgen. Man erhélt also
Z.B.es ey = e5, €6 €4 = €5 0dere; - e3 = e;. AuRerdem erkennen wir die Ubereinstimmung
mit den Rechenregeln flr Quaternionen.
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Abbildung 4.1: Die Fano-Ebene.

Allen vier Zahlbereichen (reelle Zahlen, komplexe Zahlen, Quaternionen und Oktaven) ist
gemeinsam, dass zu einer Zahl ein multiplikativ inverses Element existiert. Ebenso waren al-
le Zahlbreiche Divisionsalgebren. Fihrt man einen weiteren Konstruktionsschritt durch und
bildet ein Paar von Oktaven, so ist dies nicht mehr der Fall. Und es geht noch weiter: Waren
die reellen und komplexen Zahlen kommutativ beziglich der Multiplikation, so sind es die
Quaternionen nicht mehr. Die Oktaven schlief3lich sind nicht mal mehr assoziativ bezuglich
der Multiplikation. Es macht also algebraisch wenig Sinn, das Konstruktionsverfahren fortzu-
setzen.

4.4 Allgemeine Ergebnisse

Wir werden jetzt ein paar allgemeine Eigenschaften dieser Zahlbereiche besprechen. Um die
Notation zu erleichtern, werden wir vari-ionen sprecher2’-ionen sind die reellen Zahlen,
2'-ionen komplexe Zahler2?-ionen Quaternionen urizt-ionen Oktaven. Das Verfahren, das

sich bei diesen Beweisen anbietet, ist die vollstdndige Induktion. Es werdeh hier eckige Grup-
pierungsklammern ,[ ]* verwendet, um sie von den Paarklammern ,( )“ optisch abzusetzen
und die Formeln lesbarer zu machen.

4.4.1 Distributivgesetz

Bevor wir uns spezielleren Eigenschaften widmen, missen wir zuerst die Grundlagen schaf-
fen, um unsere Rechnungen durchfiihren zu kénnen. Wir werden spater sehen, dass weder
Kommutativgesetz noch Assoziativgesetz fur alledonen gelten. Das Distributivgesetz gilt
jedoch immer.

Wir setzen es flr reelle Zahlen als gegeben voraus. Der Induktionsschrittftiionen
folgt.

e Multiplikation von links:

(a,0) - [(c,d) + (e, f)]

(a,b) - (c+e,d+ f)
= (alc+e] —d+ fb,[d+ fla+bcTe)
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Laut Induktionsvoraussetzung ist das
(ac+ ae — db — fb,da + fa + be + be).
Den Term kann man wieder als Summe schreiben:

(ac — db,da + b2) + (ae — fb, fa + be) = (a,b) - (c,d) + (a,b) - (e, f). O

e Multiplikation von rechts:

[(a,0) + (c;d)] - (e, ) = (a+¢,b+d) - (e, f)

= ([a+cle — flb+d], fla+ c| + [b+ dJe)
Wieder ist das nach Induktionsvoraussetzung gleich
(ae +ce — fb— fd, fa+ fc+ be + de),
was in eine Summe zerlegt werden kann

(ae — fb, fa +be) + (ce — fd, fc+de) = (a,b) - (e, f) + (¢, d) - (e, f). O

4.4.2 Konjugationen

Das nachste Ergebnis, das wir spater brauchen werden+st. In Worten: Die Konjugation
der zu einen2”-ion Konjugierten ist wieder die Zahl selber. Diese Gleichung gilt nattrlich fur

die komplexen Zahlen, aber wir werden es allgemein beweisen. Faf€irion gilt (a, b)

o

(a, —b) = (@, —[-b]). Dies ist nach Induktionsvoraussetzung gleiehb).
Weitere Eigenschaften komplexer Zahlen sind y = 7 + 7 undzy = y 7.
Beweis der Summenregel:
(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) = (a+¢c,—[b+d]).
Laut Induktionsvoraussetzung ist dies
(@+¢,—b+ —d) = (a,—b) + (¢,—d) = (a,b) + (c,d). O

2Die Umformung der Konjugation einer Summe kann hier angewendet werden, da unten der Beweis ohne das
Distributivgesetz gefuhrt wird.
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Beweis der Produktregel:

(a,b) - (¢,d) = (ac — db,da + bc) = (ac — db, —[da + be)).

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt die Gleichheit zu

(¢@ — bd, —da + —bc) = (¢a — —b[—d], —da + [-b]¢).

Durch die Minuszeichen kdnnen wir das schreiben als

(@ —d) - (@—b) = (¢, d) - (D). O

Es ist bekannt, dass die Summe und das Produkt aus einer komplexen Zahl und ihrer Kon-
jugierten reell ist. Uberraschenderweise gilt dies fiir alle hier erzeugten Zahlbereiche.

Der Induktionsanfang ist trivial: Sowohl die Summe als auch das Produkt aus reellen Zahlen
ist reell. Die Konjugation eine®""!-ions(a, b) ist (a, —b). Daher ist die Summe ays, b) +

(@, —b) = (a+a,0) sowie das ProduKi, b) - (@, —b) = (a@ — —bb, [~bla+ba) = (aa+bb,0)

und (@, —b) - (a,b) = (@a — b[—b], ba + [~b]a) = (@a + bb,0). Laut Induktionsvoraussetzung
sinda + @, aa, @a undbb reell, womit der Beweis erbracht wére. g

Nebenbei haben wir bewiesen, dass das Prodktind Zz nicht nur reell, sondern auch
positiv ist firz # 0°.

4.4.3 Multiplikativ inverses Element

Aufgrund der obigen Ergbenisse kdnnen wir nun das multiplikativ inverse Elementjedes
ions angeben. Daz fur « # 0 immer reell und positiv ist, ist/[xZ] zu jedemz multiplikativ
invers.

4.4 .4 Kommutativitat, Assoziativitat und das Ende der
Divisionsalgebren

Wir haben bereits erwahnt, dass g@teionen keine Divisionsalgebra mehr sind. Darliberhinaus
haben wir gesehen, dass dieionen mit wachsendem der Reihe nach Kommutativitat und
Assoziativitat verlieren. Diesen Prozess werden wir uns nun genauer ansehen.

Um zu sehen, warum di#-ionen keine Divisionsalgebra mehr sind, werden wir versuchen,
allgemein zu beweisen, da&%ionen immer eine Divisionsalgebra sind. Angenommen,

(a,b) - (¢,d) = (ac — db, da + bc) = (0,0) = 0.
Dann muss geltenc — db = 0 undda + be = 0. Wir multiplizieren die erste Gleichung mit
¢, die zweite Gleichung mif: [ac|c — [db]c = 0 sowied[da] + d[bc] = 0. Die Summe dieser

Gleichungen ist _ _ _
lac]e — [db]e + d[be] + d[da] = 0.

3Im Realteil steht namlich die Summe zweier positiver Zahlen.
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Wenn nun die2"~!-ionen assoziativ waren, wirden sich die beiden mittleren Summanden
herauskiirzen und man erhieltge] + [dd]a = 0. Da sowohlce als auchdd reell sind, kann
man das Kommutativgesetz anwenden und man efbiltdd = 0 (worausc = 0 undd = 0
folgt) odera = 0 (worausb = 0 folgt). Da die Oktaven aber nicht assoziativ sind, kann man
diese Umformung nicht machen, und es liegt ein starker Hinweis vor, dags-idiren keine
Divisionsalgebra sind. Die Oktaven sind dagegen eine Divisionsalgebra, da die Quaternionen
assoziativ sind.

Was uns zur nachsten Frage fuhrt: Wieso sind die Oktaven nicht assoziativ? Dazu werden
wir wieder allgemein beweisen, dass alleionen assoziativ sind:

[(a,b) - (c,d)] - (e, f) =(ac — db,da + b¢) - (e, f)

l[ac — dble — f[da + be], flac — db] + [da + bce)
lacle — [dble — f[da] — flbe],

flac] — f[db] + [da]e + [bc]e)

(a,b) - (ce — fd, fc+ de)

(alce — fd] — fc+deb, [fc+ dela+ bee — fd)
(alce] — alfd] — [e f]b— led]b,

[fc]a + [de]a + blee] — bldf])

(
(
(

(a,) - [(c,d) - (e, f)]

Die beiden Ausdriicke sind unter der Bedingung gleich, dasg'dieionen assoziativ und

kommutativ sind. Die Oktaven sind also nicht assoziativ, weil die Quaternionen nicht kommu-

tativ sind. Die Quaternionen sind assoziativ, weil die komplexen Zahlen kommutativ sind.
Was uns zur nachsten Frage fuhrt: Wieso sind die Quaternionen nicht kommutativ?

(a,b) - (c,d) = (ac — db, da + bc)
(¢,d) - (a,b) = (ca — bd, bc + da)

Diese Terme sind genau dann gleich, wenn2tie'-ionen kommutativ und gleich ihrer Kon-
jugierten sind. Die Quaternionen sind also nicht kommutativ, weil die komplexen Zahlen nicht
gleich ihren komplex Konjugierten sind. Und die komplexen Zahlen sind kommutativ, weil die
reellen Zahlen mit inren Konjugierten identisch sind.

Was uns zur néchsten Frage fuhrt: Wieso sind die komplexen Zahlen nicht gleich ihren
Konjugierten?a, b) = (a, —b). Dies ist genau dann gleidh, b), wenn die2"'-ionen gleich
ihren Konjugierten sind und = —b oder2b = 0 ist. In der Sprache der Algebra sagt man,
die 2"~ !-ionen mussen die Charakteristikhaben. Da die reellen Zahlen aber offenbar nicht
die Charakteristik haben, sind die komplexen Zahlen ungleich ihren Konjugierten, sind die
Quaternionen nicht kommutativ, sind die Oktaven nicht assoziativ und sirtd-ib@en keine
Divisionsalgebra. (Letzteres haben wir nicht streng bewiesen.) Wenn wir nun noch zeigen
kénnen, dass eif"-ion keine Divisionsalgebra sein kann, wenn es 2fas -ion nicht ist,
haben wir bewiesen, dass es nur vier Divisionsalgebren in unserem Schema gibt.
(x,0) - (y,0) = (zy,0) = (0,0) = 0. Dies ist nur dann der Fall, wenry = 0 ist. O
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Zum Abschluss sei noch bemerkt: Selbst wenn wir mit einer Algebra der Charakteristik 2
starten und die Cayley-Dickson-Konstruktion anwenden, werden wir keine unendliche Folge
von Divisionsalgebren erhalten.

4.5 Hyperkomplexe Zahlen

Quaternionen wurden von Hamilton eingefuhrt, um eine Verallgemeinerung der komplexen
Zahlen zu schaffen. Wir haben schon bermekt, dass dabei das Kommutativgesetz verloren
geht. Aber es gibt noch eine andere Verallgemeinerung der komplexen Zahlaypaieom-
plexen Zahlen, in der das Kommutativgesetz gilt. Sie wurden ebenfalls von Hamilton unter-
sucht. Er entdeckte, dass in diesem Zahlbereich dafir eine andere wichtige Eigenschatft feht,
und zwar die Existenz eines multiplikativ inversen Elements fir jede hyperkomplexe Zahl.

Die Multiplikationsregeln fiir hyperkomplexe Zahlen sind:

ij =k, ik = —j
ji =k, jk = —i
ki = —j,kj = —i
ii=jj=—kk=-1
ijk =1

Man beachte die Erhaltung der Kommutativitat, zijB= ji = k.
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5 Teiler und Vielfache

Nachdem wir uns bis jetzt vornehmlich mit reellen Zahlen beschéatftigt haben, werden wir nun
etwaselementare Zahlentheorie betreiben. Sie ist elementar in dem Sinne, dass keine Me-
thoden aus der Analysis verwendet werden. Der neue Zahlenbereich, den wir nun betrachten
werden, ist also die Menge der ganzen Zaliferim weiteren Text ist, soweit nicht anders
vermerkt, mit ,.Zahl* stets ,ganze Zahl“gemeint.

5.1 Vorbetrachtungen

Beginnen wir mit den denkbar einfachsten Eigenschaften ganzer Zahlenelst, so gilt
entweder < 0,a = 0 odera > 0. Dabei gelten folgende Bezeichnungen:

e a < 0: a heil3tnegativ
e a < 0: a heil3tnichtpositiv
e a = 0: a heil3tNull

e a > 0: a heil3tnichtnegativ

a > 0: a heil3tpositiv

Eine weitere unmittelbare Mdglichkeit, die ganzen Zahlen in zwei Mengen zu unterteilen,
ist die Unterscheidung zwischegeraden und ungeraden Zahlen. Ista € Z gerade, so ist
a = 2k mit k € Z, wogegen ein ungeradesalsa = 2k — 1 dargestellt wird. Alle geraden
Zahlen sind durch 2 teilbar, alle ungeraden nicht.

Wir erhalten die Menge der geraden Zahlen

G={ala=2kkeZ}
und die Menge der ungeraden Zahlen
U={a|la=2k-1,keZ}.

Die Eigenschaft der ganzen Zahlen, entweder gerade oder ungerade zu sein, bezeichnet man
alsParitat.
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Wir untersuchen nun, wie gerade und ungerade Zahlen bei den Operationen Addition und
Multiplikation zusammenwirken. Seienh € G undu, v € U, so erhalten wir

g+h=02k)+(2l)=2(k+1)
utv=02k-1)+20—-1)=2(k+1-1)
gru=02k) +2—-1)=2k+1)—1
Die Summe zweier Zahlen gleicher Paritéat ist also immer gerade, wogegen die Summe zweier
Zahlen verschiedener Paritat immer ungerade ist.
g-h=(2k)-(2l) = 4kl = 2(2kl)
u-v=02k—-1)-20—1) =4kl =2k —21+1=22kl —k—-1+1) -1
g-u=(2k)- (2l = 1) = 4kl — 2k = 2(2kl — k)

Hier ergibt sich keine Ausgewogenheit zwischen geraden und ungeraden Zahlen: Das Produkt
zweier Zahlen ist nur dann ungerade, wenn beide Faktoren ungerade sind.

5.2 Teiler

Die Zahlb € Z teilt a € Z, wenn es eirr € Z gibt mit a = be. Man schreibb|a, undb heil3t
Teiler vona. Die Menge aller Teiler vonist{b € Z | b|a }.

Daala und1|a immer gilt, nennt mam und 1 auchriviale Teiler von a. Teiler, die keine
trivialen Teiler sind, heil3escht.

Eng verbunden mit dem Begriff des Teilers ist der Begriff des Rests: &b Z, b > 0,
dann gibtes eim € Z, r < b mit b|(a — 7).
Beweis: SelC' = {c € Z | ¢b < a} undd = max(C).* Dann ist

bd+b>a>bd «<— 0<a—bd<b.
Mit » = a — bd ist der Satz bewiesen. 4

Es heil3t- derRest von a modulob, geschrieben = r» mod b.
Fir Teiler gelten die folgenden Rechenregeln:

e albundalc = a|(b+c)
Beweisialb <= b=pa, alc <= c=qa: bt c=patqga=(pEqa O

e albundalc = al(b-c)
Beweis:a|b <= b=pq, alc <= c=qa:b-c=pa-qa=(p-q)a 0

e a|bundblc = alc
Beweisia|b <= b=pa, blc <= c=qb: c=q- (pa) = (qp) - a .

!Dieses Maxiumum existiert, dd eine endliche nichtleere Teilmenge V@rist.
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e albundbla = a = +b
Beweis:alb <= b= pa, bla <= a=qb
a=q-(pa)=(gb)-a=qp=1=p==£l1 O

In den obigen Satzen war manchmal sowohl Teiler voh als auch von:. Daher nennt
mana auchgemeinsamen Teiler von b und c. Genauer: Seiea € N, b, ¢ € Z. Dann heil3t
gemeinsamer Teiler volhund ¢, wenna|b undalc gilt. Haben zwei Zahlen auRer1 keinen
gemeinsamen Teiler, so heil3en wierfremd oderrelativ prim. Der maximale gemeinsame
Teiler vonb undc heil3tgrofter gemeinsamer Teiler und wird mitggT (b, ¢) bezeichnet.

Fur denggT gelten offenbar folgende Beziehungen:

e ggT(a,b) = ggT(b,a)
e ggT(a,b) = ggT(—a,b)
e 22T (a,0) = |a]
AulRerdem haben wir die Satze:

e goT(a,b) = ggT(a—b,b) fura > b
Beweis: Set = ggT(a,b). Dac|a undc|bfolgt ¢|(a —b). Dann folgt aus: > b, dass: >
max ({d € Z |d|(a — b)}). AuBerdem ist < max ({d € Z | d|b}). Aus Kombination
der Ungleichungen folgt = ggT'(a — b, b). Die Umkehrung erhalt man genauso. [

e g¢T(a,b) = ggT(a,b—a)fura<b
Beweis: Seic = ggT(a,b). Dac|la und c|b folgt ¢|(b — a). Dann folgt aush > a,
dassc > max ({d € Z|d|(b—a)}). AuBerdem istt < max ({d € Z|d|a}). Aus
Kombination der Ungleichungen folgt= ggT(a,b — a). Die Umkehrung erhélt man
genauso. U

o goT(a,b) = ggT(b,amodb) firb # 0
Dieser Satz ist die Grundlage fir deoklidischen Algorithmus, mit dem man deggT
zweler beliebiger Zahlen bestimmen kann. Er wird unten bewiesen. O

Bei den Beweisen wurde von der Tatsache Gebrauch gemacht, dass jede endliche nichtleere
Teilmenge der natirlichen Zahlen ein maximales Element hat.

Wir bestimmen nun deggT zwelier beliebiget, b € Z. Aufgrund der obigen Satze kbnnen
wir annehmen, dass b > 0 unda > b gilt. Dann funktioniert der Euklidische Algorithmus
wie folgt:

a = qob + 19, 0<7rg<b q €Ny
Setzer_; = b und betrachte

b= qro+ 11, 0<r <nrg
und weiter

ro = qar1 + T2, 0<r,<n

oder allgemein
Tn = gn4+2Tn+1 + T'n+2, O S T'n+2 < Tn+1.
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Die Folge(r,) ist eine nichtnegative Zahlenfolge und streng monoton fallend. Der Abbruch
erfolgt also bei; = 0, und das Ergebnis iggT(a, b) = r;_;.

Beweis: Es giltr;_;|a, denn aus,, = ¢,.27r,+1 + mn12 fOlgt, dass ein gemeinsamer Teiler von
r,41 undr, o auchr, teilt. Also teiltr; _, alle vorhergehenden Reste und aucAndersherum
muss ein gemeinsamer Teiler vermuchb undr teilen. Zusammenfassung: Der Rest; ist
gemeinsamer Teiler von und b und jeder gemeinsame Teiler teilt ;. Dann istr; ; =
geT(a,b). O

Dabei haben wir verwendet, dass alle gemeinsamen Teilet word b auchggT (a, b) teilen.
Das wiederum lasst sich leicht mit dBrimfaktorzerlegung von ggT(a, b) verstehen. Denn
existierte ein gemeinsamer Teiler varund b, der kein Teiler vorc = ggT(a,b) ist, dann
gébe es mindestens einen Primfaki@mon a undb, der inc (zumindest in dieser Potenz) nicht
vorkommt. Das widerspricht aber der Tatsache, dadsr gréf3te gemeinsame Teiler van
undbist, denn(d - ¢)|a und(d - ¢)|b aberd - ¢ > ggT(a,b). O

Die Funktionsweise des Algorithmus versteht man am Besten an einem Beispiel. Wir be-
stimmen derggT vona = 45 undb = 12:

45=3-12+9
12=1-9+3
9=3-34+0

Das Ergebnis ist alsgeT (45, 12) = 3.

Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus kann man zeigen, dass ggT(a,b) die kleinste
positive Zahl ist, so dass= xa + yb mit x,y € Z geschrieben werden kann.
Beweis: Aus dem ersten Schritt des Algorithmus entnehmen wir, dass

ro =a— qob sowie

womit die Existenz einer solchen Darstellung flir die ersten Schritte bewiesen ist. Allgemein
gelte die Induktionsvoraussetzung = z,a + y,b undr, 1 = x,11a + y,.1b. Dann ist der
Induktionsschritt

Tni2 = Tn — Gni2Tnt1l = T + Ynb — @uia(Tpi10 + Yni1b)
= (xn - Qn+2xn+1>a + (yn - Qn+2yn+1)b7

womit die Existenz fur jedes und vor allem fur derggT(a, b) bewiesen ist.

Umgekehrt wird jede Zahl der Forah = 2’a + y'b von gemeinsamen Teilern vanund b
geteilt, also auch von. Solltec nicht die kleinste solche Zahl sein, so mdss ¢ gelten. Es
teilt c aberd, daher muss die kleinste solche Zahl sein. O

Die folgenden Aussagen sind also aquivalent:
o c=gegT(a,b).
e cist gemeinsamer Teiler vanundb, und jeder gemeinsame Teiler vorundb teilt c.

e cist die kleinste positive Zahl, die ats= xa + yb geschrieben werden kann.
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5.3 Vielfache

Analog zum Begriff des Teilers ist der Begriff d&&elfachen: Die Zahla € Z heil3t das
Vielfache vonb € Z, wennb Teiler vona ist. Die Menge der Vielfachen vanbezeichnet man
auch aly - Z.

Weiter heil3ta gemeinsames Vielfaches von b, ¢ € Z, wennb|a und c|a gilt. Daskleinste
gemeinsame Vielfache kgV (a, b) ist das kleinste positive gemeinsame Vielfache ¥wamdb.

Interessanterweise gilt die Beziehung
ggT(a,b) - kgV(a,b) = a-b.

Sie kann mit Hilfe dePrimfaktorzerlegung bewiesen werden.

_ ki, ko k
a_pl p2 ...pn”

b=pyps - py
Hierbei sind diep; Primzahlen und: das Maximum der Anzahl der Primfaktoren vemnind
b. Die k;,I; € Ny geben an, wie oft der Primfaktor mmbzw. b vorkommt. D. h. das Produkt

durchlauft alle Primzahlen big,, und falls eine Primzahl kein Faktor sein sollte, ist sein
Exponent 0. Dann ist

ggT(a,b) = p"'py2 ... .po"
kgV(a,b) = pi"py™ .. pM

mit m; = min(ki, lz) und M, = max(ki, lz) Damit ist

ggT(a,b) -kgV(a,b) =a-b

mi._m2 m My Mo M, _ ki, ko k 11 lo l
> DPi Py Py PL Py Py =D1 Py Py PPy Py
mi1+Mq, mo+Mo mp+Mn, k10, kot kn+l1
— D1 Po S S ) Lptt

Fir die Addition der Minima und Maxima auf der linken Seite gibt es drei Mdglichkeiten
(k; < li,k; = l; undk; > [;). In jedem der drei Falle ist; + M; = k; + [;, womit der Satz
bewiesen ist. O

Damit erhalten wir ein einfaches Verfahren, um d#a¥ zweier teilerfremder Zahlen zu
berechnen: Man muss sie nur multiplizieren.

5.4 Primzahlen

Eine Zahla € N, die genau zwei verschiedene positive Teiler hat, bezeichnet m&mniais
zahl. Die Menge aller Primzahlen s&i Eine Zahla € N\{1}, die keine Primzahl ist, heif3t
zusammengesetzt?. Eine Zahl, die Teiler einer Zahl und gleichzeitig prim ist, héRimteiler.

2Dabei erhalt die Zahl die Sonderrolle, weder prim noch zusammengesetzt zu sein.
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Das Studium der Primzahlen macht einen Grof3teil der Zahlentheorie aus. Wir kommen
spater auf ein paar interessante Satze tber Primzahlen zu sprechen. Hier werden wir jedoch
zunachst defrundamental satz der Arithmetik, denSatz von der eindeutigen Primfaktor zerle-
gung, herleiten, um die Grundlage fur weitere Untersuchungen (und einige vorangegangene)
zu schaffen.

Zunachst stellen wir fest: Jede zusammengesetzteaZahN enthalt einen Teileb € N mit

1<b</a.
Beweisia =b-¢, 1 <b,c<aundb < c
S <bc=a=b<+/a O

Wollten wir also im primitiver Weise eineRrimzahltest auf a durchfiihren, so kénnten wir
aufhdren, wenn wir bis zunultiplikativen Mitte 1/a keinen echten Teiler gefunden haben.

Die offensichtlichste Frage Gber Primzahlen ist: Wie viele Primzahlen gibt es? Die bekannte
Antwort: unendlich viele.
Beweis: Angenommen, es gébe eine grof3te Primzadann betrachten wir die Zahl

a=2-3-5--p+ 1

Nun gibt es zwei Mdglichkeitery ist prim oder ist es nicht. Im ersten Fall haben wir be-
reits einen Widerspruch. Betrachten wir daher den zweiten &adit durch keine Primzahl
der Produkts teilbar, da immer ein Rest vbbei Division ubrigbleibt. Daher muss, weman
zusammengesetzt ist, der Primteiler groRepasin, was auch ein Widerspruch ist. [

AulRerdem zeigt dieser Beweis, dass zwei aufeinanderfolgende Zahlen keinen gemeinsamen
Teiler haben kdnnen. Denn wenn sie keinen gemeinsamen Primteiler haben, dann erst recht
keinen gemeinsamen zusammengesetzten Teiler.

Wenn man sich die Liste der Primzahlen anschaut, fallt auf, dad3rdezahlabstand immer
groRRer wird. Tats&chlich kann der Abstand zwischen zwei Primzahlen beliebig grofl werden.
Beweis: Wir betrachten die Folge

al+2,a'+3,al +4,--- al +a.

Keine dieser Zahlen kann eine Primzahl sein, denn die erste ist durch 2 teilbar, die zweite
durch 3,...und die letzte durch. dJ

Jetzt werden wir uns naher mit den Eigenschaften von Primteilern beschaftigen. Dazu zeigen
wir zuerst, dass jede zusammengesetzte Zahl mindestens einen Primteiler hat. Genauer: Flr
jede Zahla > 2 ist ihr kleinster positiver von verschiedener Teiler eine Primzahl.

Beweis: SeiB = {be& N | bla,b# 1}. Wegena € B ist B nicht leer. Da jede nichtleere
Teimenge vorN ein kleinstes Element besitzt, existier= min(B). Wegenc|a gilt fur jeden
positiven Teilerd von ¢ mit d # 1 stetsd|a. Wegen der Minimalitéatseigenschaft verfolgt

d = c. Also istc prim. O
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Eine Zahlp € N\{1} ist genau dann eine Primzahl, wenn ai(s:m) stetsp|n oderp|m folgt.
Beweis. Seip prim, und es gelte|(nm). Falls p|n. sind wir fertig. Falls nichtp|n, so ist
gegT(p,n) = 1. Dann gibt es zwei Zahlen,b € Z mit 1 = ap + bn. Daraus folgtm =
apm + bnm. Dap beide Summanden teilt, teptauchm.

Andersherum sei nicht prim, dann kanp|(nm) undp|n oderp|m nicht fir allen, m gelten.
Dennsep =d -0 mitad, b € N, 0 < d’, b < p, so giltp|(a'b"), aber wedep|a’ nochp|v'. O

Wichtige Folge: Teilt eine Primzahl ein Produkt, so teilt sie mindestens einen der Faktoren.

Nun haben wir genug Ristzeug gesammelt, um den Fundamentalsatz der Arithmetik zu bewei-
sen. Er besagt: Jede Zahk N\{1} ist eindeutig in ein Produkt von Primfaktoren zerlegbar.
Beweis: Wir wissen bereits, dagsnindestens einen Primteiler hat. Diesen spalten wir ab und
betrachten den Quotienten ausind diesem Primteiler. Dieser ist entweder selbst prim oder
besitzt mindestens einen Primteiler, den wir wieder abspalten usw. Es folgt die Existenz einer
Zerlegung voru in Primfaktoren.

Nun beweisen wir die Eindeutigkeit: Die Zerlegung dest offensichtlich eindeutig. Nun sei

die Eindeutigkeit der Zerlegung bisbewiesen und wir betrachten den Fak= n + 1,

G =pi1p2 - Pi-

Angenommen, sie ware nicht eindeutig, dann gébe es eine weitere Zerlegung

a=qiqz2---¢qj.

Dap; nuna teilt, teilt p; auch das zweite Produkt und damit mindestens einen der Faktoren.
Da alle diese Faktoren prim sind, jgst= ¢, flr irgendeink. Dann betrachten wir den Quotient
des zweiten Produkts mit und erhalten ein Produkt mitFaktoren, dessen Eindeutigkeit die
Induktionsvoraussetzung ist. O

Dass die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung keineswegs eine Selbstverstandlichkeit ist,
werden wir spater feststellen, wenn wir andere algebraische Strukturéruatersuchen.
Normalerweise fasst man bei der Primfaktorzerlegung gleiche Primzahlen zu einer Potenz
zusammen. Dann lassen sich auf einfache Weise samtliche Teilerhmsachreiben. Ist ndm-
lich
a=py'py’ - py,
so haben alle Teildra die Form
b=plph...ph
5.5 Teilbarkeitsregeln
Spatestens, wenn es an die Bruchrechnung geht, muss jeder Schuler gewisse Teilbarkeitsregeln
lernen. Einige davon sind unmittelbar einsichtig, andere entziehen sich einem elementaren

Verstandnis. Daher sind hier einige Teilbarkeitsregeln und ihre Begrindung aufgefihrt. Der
Einfachheit halber rechnen wir hier immer Dezmal system.
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5.5.1 Teilbar durch 2,4,5,8,10"

Eine Zahl ist genau dann durch 2 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer gerade oder O ist.

Eine Zahl ist genau dann durch 4 teilbar, wenn ihre letzten 2 Ziffern durch 4 teilbar sind.

Eine Zahl ist genau dann durch 5 teilbar, wenn ihre letzte Ziffer eine O oder eine 5 ist.

Eine Zahl ist genau dann durdh™ teilbar, wenn sie auf Nullen endet.

Diese Regeln erklaren sich wohl von selbst. Wenden wir uns nach diesem Vorgeplankel nun
den wirklich interessanten Fallen zu.

5.5.2 Teilbar durch 27", 5"

Eine Zahl ist genau dann dureh (bzw.5") teilbar, wenn ihre letzten Ziffern durch2” (bzw.
5") teilbar sind.
Beweis: Die Zahl lasst sich darstellen als

o day - 101 4 ag - 10° 4 ag - 10% 4 ay - 10" 4 ag - 10°,

wobei diea, Zahlen von) bis9 sein kbnnen. Die Zahl- - + a,, - 10" ist auf jeden Fall durch
2" (bzw. 5™) teilbar, da sichL0™ schreiben lasst al@ - 5)" = 2" - 5™. Die Teilbarkeit héngt
somit nur noch von den Ziffera,,_, bisag ab. O

5.5.3 Teilbar durch 3,9

Eine Zahl ist genau dann duréh(bzw. 9) teilbar, wenn ihreQuersumme durch 3 (bzw. 9)
teilbar ist.
Beweis: Machen wir zunachst eine kleine Umformung:

100 —1=(10—-1)- (10" +---+10+1)
=  10'=9-(10""+--+10+1)+1=9-b;+1,

wobeib; als Abkurzung fur die Klammer fungiert. Damit kbnnen wir unsere Zahl umschreiben
zu

ap - 10" + apq - 10" 4+ ay - 10 + ag
=, (9 bp+1)+ap1-(9bp1+1)+--+a-(9-b1+1)+ag
=9-(ay by +an_1-by_1+---+a-by)+a,+a,_1+---+ao.

Der erste Teil ist mit Sicherheit duréh(bzw. 9) teilbar. Die Teilbarkeit hangt somit nur noch
von der Summe der Ziffern ab. O

Ubrigens kann man diese Quersummentesitisrsiv durchfiihren. Ist eine Quersumme im-
mer noch zu grol3, so kann man deren Quersumme bilden usw.
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5.5.4 Teilbar durch 6

Eine Zahl ist genau dann duréheilbar, wenn sie gerade und ihre Quersumme darehbar
ist. Der Beweis bleibt dem gewillten Leser als Ubung tberlassen. ..

5.5.5 Teilbar durch 7

Eine Zahl ist genau dann durghteilbar, wenn ihrealternierende Quersumme durch?7 teilbar
ist. Bei der Bildung der alternierenden Quersumme sind die Ziffern von recbés-@ruppen
anzuordnen.

Beispiel: 123471023473 = 123.471.023.473

alternierenden Quersummér3 — 23 + 471 — 123 = 798.

798 = 7-114 = 123471023473 = Omod 7

Beweis: Zunachst brauchen wir zwei Hilfsséatze, die zunachst tber vollstandige Induktion be-
wiesen werden mussen.

Satz 1:10% — 1 =0mod7 (i > 0)

Induktionsanfang10® — 1 = 0 mod 7 (w)

Induktionsschritt106+1) — 1 = 10% . 10% — 1

= (10% — 1) - (105 — 1) + (10% — 1) + 105 — 1 O

Satz 2:10%3 +1=0mod7 (i > 0)

Induktionsanfang10® + 1 = 0 mod 7 (w)

Induktionsschritt1050+D=3 41 = 109+ + 1 = 10%3 . 10° 4 1

= (10573 + 1) - (10% — 1) 4 1053 + 1 — (10° — 1) O

Nun zum eigentlichen Beweis. Wir schreiben unsere Zahl

C+ e A11A1009.A80706.A50403. Q201 A
=10" - (agaiag) + 1073 - (asasas) + 10° - (agarag) + 10273 - (a1 a10a9) + - - -
=(10° — 1) - (asaiao) + (azaiap)

+ (10°7% + 1) - (asagas) — (asasas)

+ (10% — 1) - (agarag) + (agarag)

+ (10"7 + 1) - (ar1a10a9) — (ar1aioag) + - - - . O

5.5.6 Teilbar durch 11

Eine Zahl ist genau dann teilbar durth wenn ihre (echte) alternierende Quersumme durch
11 teilbar ist.

Beispiel: 1353

alternierende Quersummeg=5+3—1=0 = 1353 = O0mod 11

Beweis: Zum Beweis zunachst wieder zwei Hilfssatze:
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Satz 1:10%*! +1 = 0mod 11

Indukionssanfangt0! + 1 = O mod 11 (w)

Induktionsschritt1020+D+1 4 1 = 10%+3 + 1 = 102+ . 100 + 1

= (10%+1 4+ 1) - 100 — 100 + 1 = (10%*1 4+ 1) - 100 — 99 O

Satz 2:10% — 1 =0mod 11

Induktionssanfangt0? — 1 = O mod 11 (w)

Induktionsschritt102(+) — 1 = 10%+2 — 1 = 10% - 100 — 1

= (10% — 1) - 100 + 100 — 1 = (10% — 1) - 100 + 99 O

Wir kdnnen also schreiben

107 =11 - bgipy — 1
10% =11 - by; + 1,

wobei dieb,, lediglich eine Abkurzung fur die Teiler mitl sind.

Nun zum Beweis der Teilbarkeitsregel:
A - 10" + a1 - 10" 4 4 ay - 10 + ag
Es sein gerade (der Beweis fiir ungerade verlauft analog). Dann kann man schreiben

asg - 10%F + agpq - 10% L+ o+ ay - 10 + ao
:a2k~(11-b2k—|—1)—|—a2k,1-(11~b2k+1—1)—|—~~—|—a1(11-~~bl—1)—|—a0
=11 (agk - bog + azp—1 - bopy1 + -+ +ay - by) + ag, — age—1 + -+ — ay + ao. O

5.5.7 Teilbar durch 13

Eine Zahl ist genau dann durd3 teilbar, wenn ihre alternierende Quersumme (3eis
Gruppen) durch 3 teilbar ist. Das Verfahren ist also identisch mit dem Testen der Teilbarkeit
durch7.

Beweis: Zum Beweis brauchen wir nur die Hilfssatze umzuformulieren, denn der eigentliche
Beweis bleibt ja gleich.

Satz 1:10% — 1 =0mod 13 (i > 0)

Induktionsanfang10® — 1 = 0 mod 13 (w)

Induktionsschritt10%0+) — 1 = 105 . 105 — 1

— (105 — 1) - (105 — 1) 4 (10% — 1) + 106 — 1 O

Satz 2:103 +1=0mod 13 (i > 0)

Induktionsanfang10?® + 1 = 0 mod 13 (w)

Induktionsschritt1050+D=3 41 = 1093 + 1 = 1093 . 10° 4 1

— (1053 4 1) - (105 — 1) + 1053 41 — (106 — 1) O
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5.5.8 Teilbarkeitsregeln in Aktion
e Problem 1: Eine Zahl besteht a8 Einsen. Zeige, dass sie durghteilbar ist!

e Problem 2: Bei der Zali1! = 51090942:171709440000 ist die Ziffer x verlorengangen.
Findex!

e Losung zu Problem 1:

r=111---111 (81 Einsen)
=10% +10™ + .- 410" + 1
=10 =1+ 1)+ (10" = 1+1)+---4+ (10" =1+ 1)+ (1—1+1)

1089 — 1 ist eine Zahl, die au80 Neunen besteht0™ — 1 besteht aug9 Neunen usw.
9 wird faktorisiert:

r=9-(11---114+11---11+---+ 111 +11+1) + 81
Es reicht nun aus zu zeigen, dass die Zahl in der Klammer duialbar ist: Quersum-
me der Klammer: <1 . 80

e LOsung zu Problem 2: Zu Eigenschaften Bekultat siehe den entsprechenden Artikel.
21'!'=1-2-3---20-21
Da6!=1-2-3-4-5-6istjede Fakultah! mit n > 5 durch9 teilbar, also auci1!.
Summe der obigen Ziffern istl. Daraus folgtr = 2. U

5.5.9 Aufgaben
1. Zeige, das$010101 ---0101 (81 Einsen und0 Nullen) durch81 teilbar ist!

2. Seix eine Zahl, die au81 Einsen und: Nullen (» > 0) zwischen jedem Paar Einsen
besteht. Zeige, dassdurch&1 teilbar ist!

3. Welche Ziffern der untersuchten Zahl! hatten mit dem oben angegebenen Verfahren
nicht wiederhergestellt werden kénnen?
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6 Moduloarithmetik

Die Moduloarithmetik ist fir die elementare Zahlentheorie eines der wichtigsten Hilfsmit-

tel. lhre Prinzipien sind fur das Verstandnis der folgenden Seiten wesentlich. Aul3erdem er-
moglicht es die Moduloarithmetik in einfacher Weise, die Konstruktion algebraischer Struktu-
ren aufzuzeigen, die uns zunachst merkwitrdig erscheinen. Dabei werden sich die abstrakten
Rechnungen als héchst nitzlich herausstellen.

6.1 Restklassen

Wir haben die Schreibweise = r mod b schon verwendet. Dabei bezeichnetden Rest,
der bei der Division vora durchb bleibt. Man sagt auchy ist kongruent zu » modulo b. Wir
betrachten nun einige Besonderheiten, die auftreten, wenn der Divisor eine Primzahl ist.

Istp € Punda,b € Z, so ist der Rest vofu + b) mod p gleich der Summe der Reste von
a mod p undbmod p.

Beweisia =cp+r,, b=dp+r,mit0 <r, + 1
at+b=(cp+ry)+(dp+ry)=(c+d)p+ro+1m
Fallsr, + , < p, so sind wir fertig. Sonst ist
a+b=(c+d+Dp+ (ro+r—p)mit0 <r,+r,—p < p.
Im ersten Fall ista + b) = (r, + 1) mod p, im zweiten Fall auch:
(a+0) = (ry + 1, — p)mod p = (r, + rp) mod p.

Also gilt allgemein
(a +b) = (amod p + bmod p) mod p. m

Istp € Punda,b € Z, so ist der Rest votu - b) mod p gleich dem Produkt der Reste von
a mod p undbmod p.

Beweis:
(a-b) = (cp+ra) - (dp+13) = (de)p® + (rod + 10C)p + Tary

Da die ersten beiden Summanden dyschilbar sind, ista - b) mod p durchr,r, gegeben:

(a-b) = (amodp) - (bmod p) mod p. O
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Diese beiden Ergebnisse fuhren uns dazu, uns die Reste der ganzen iahlgigenauer
anzusehen. Wir definieren: Seie P undk € Ny mit 0 < k£ < p. Dann heil3t die Menge
aller ganzen Zahlen, die bei Division durglklen Rest haben, didRestklasse &£ modulo p und
schreiben

Ct={a€Z| a=kmodp}.

Fur jede Primzahp gibt es genaw Restklassen, und jede ganze Zaht 7Z liegt in genau
einer Restklassenod p. Diese eindeutig bestimmte Restklasse, dienthalt, wird mit[a],
bezeichnet. Isb € [a],, SO heilta auchReprasentant von b. Die Menge der Restklassen
{lal, | @ € Z} wird mit Z/pZ oderZ, bezeichnet.

Wir untersuchen nun, welche Eigenschaften zwei Zahlénc Z haben, die in derselben
Restklasse liegen.
Ist a Reprasentant voh so istp Teiler vona — b.

Beweisia =cp+r, b=dp+r
a—b=cp+r—(dp—r)=cp—dp=(c—d)p O
IStb € [a],, SO ista € [b],.

Beweis:
belal, <= a—b=0modp < a € [b], O

6.2 Rechenregeln fir Restklassen

Restklassen sind Mengen, und mit Mengen lasst sich bekanntlich nicht wie mit Zahlen rech-
nen. Man kann aber ihre Elemente, die ganzen Zahlen, dazu benutzen, Rechenregeln fir Rest-
klassen zu definieren.

6.2.1 Addition
Sinda, b € [0],, soistauchu + b € [0],.

Beweis:a = ¢p, b = dp
a+b=cp+dp=(c+dp O

Die Restklassé:’ + b'], ist unabhéangig von der Wahl van € [a], und?b’ € [b], eindeutig
bestimmt.

Beweis: Seien’, a” € [a], undl', 0" € [b],. Dann soll gelten
[ + 0], = [a" + 0],
Das gilt genau dann, wenn
(a"+0)— (" +b")=0modp < (a' —d")+ (V) = ") = 0mod p.

Dad’,a” bzw.b',b"” in derselben Restklasse liegen, liegt ihre Differen®jp. Da also beide
Summanden if0], liegen, liegt auch ihre Summe jf,,. O
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Wir wissen nun also, dass eine Operation auf Restklassen mdglich ist, die der Addition
zweier ganzer Zahlen analog ist. Das Ergebnis dieser Addition ist unabhéangig von der Wahl
der Elemente der Restklassen, die man bendtigt, um die Operation anzugeben. Somit kdnnen
wir die Summe von Restklassen definieren als

[aly + [b]p, = [a + 0],

Obwohl diese Addition von Restklassen prinzipiell nicht mit der Addition von Zahlen ver-
glichen werden kann, so erhalten wir doch uns vertraute Gesetze:

Assoziativgesetzal, + [b],) + [c], = [a], + ([b], + [c],)

Kommutativgesetza|, + [b], = [b], + [a],

Existenz des neutralen Elementy;, + [a], = [a],

Existenz des inversen Elemenfs];, + [p — a], = [0],
Diese Gesetze folgen direkt aus der Tatsache, dass die Addition von Restklassen durch die

Addition ihrer Elemente, den ganzen Zahlen, definiert ist, flr die diese Gesetze gelten.

6.2.2 Multiplikation
Sinda € [1], undb € [k],, soista - b € [k],,.
Beweisca =cp+ 1, b=dp+k
a-b=(cp+1)-(dp+k)=(cd)p*+ (ck+d)p+k
Da die ersten beiden Summanden dysdhilbar sind, folgta - b = k£ mod p. O

Die Restklassé: - V'], ist unabhéngig von der Wahl vati € [a], undb’ € [b], eindeutig
definiert.

Beweis: Seien/, a” € [a], und?¥', b” € [b],. Dann muss gelten:
W], = - ¥"),
Also: d'b/ — "V’ = Omod p:
at —ad"'b" =db —adb" +db" —d"V =dV —-0")+ V(" —a”")modp
Dap|(' — ") undp|(a’ — a”) ist die Summe if0],,. O

Jetzt konnen wir ahnlich wie oben bei der Addition zweier Restklassen definieren, was das
Produkt zweier Restkassen sein soll:

[a], - [b], = [a - ],

Aus den gleichen Grinden wie oben finden wir auch hier die uns vertrauten Regeln:
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Assoziativgesetzal, - [b],) - [c], = [al, - ([b], - [c]y)

o Kommutativgesetza), - [b], = [b], - [a],

Existenz des neutralen Elemenis), - [1], = [a],

Distributivgesetzial, - ([b], + [¢|,) = |al, - [b], + [al, - [c]p

Die einzige Schwierigkeit bereitet die Existenz des multiplikativ inversen Elements. Sie
kann folgendermal3en behoben werden:

Seip € Pmit1 < k < p, dann istegT(k, p) = 1 bzw. es existieren, b € Z mit ak + bp = 1.
Dabei muss entweder< 0 undb > 0 gelten oder > 0 undb < 0.

a < 0:ak =—1modp = (ak)* = 1modp = [a’k], - [k], = [1],
a>0:ak =1modp = [da], - [k], = [1], O

Da sich fur jedes: stets eina < 0 und eina > 0 finden lasst, ist es nur eine Frage der
Konvention, das multiplikativ inverse Element auch eindeutig zu machen.

6.2.3 Anmerkungen

Daa = a + pmod p genugt es, sich fur die Zwecke der Restklassenarithmetik auf dig

0 < a < p zu beschranken. Man sagt, sie bilden ein vollstandrppsasentantensystem.
Restklassen lassen sich nicht nur flr Primzahlen definieren, sondern flr beliebige ganze

Zahlenp. Fallsp aber zusammengesetzt ist, existieren dagdlteiler, d. h. Reste, deren Pro-

dukt 0 modulagp ist, von denen selbst aber keiner O ist.

Genaueru ist Nullteiler genau dann, wenn- b = Omodp und0 < a, b < p.

Beispiel:2 - 3 = 0 mod 6 aber2 # 0 mod 6 und3 # 0 mod 6

Ist p eine Primzahl, so kbnnen keine Nullteiler auftreten.

Beweis: Es sei - b = O0mod p mit p prim,0 < a,b < p.
pl(a - b) = pla oderplb.
Dann muss geltea = 0 oderb = 0. 0

Da wir uns auf0 < a < p beschréankt haben, sind die Vielfachen yokeine Nullteiler, und
es ist ja auchp], = [0],,, d. h.p = 0 mod p. Mehr ber Nullteiler werden wir spater erfahren.

Ein weiterer Grund, warum wir hier nur Restklassengig P betrachten ist der, dass nur
dann eine Division definierbar ist. (Voraussetzung ist auf jeden Fall, dass wir nur unser Repré-
sentantensystem betrachten.)

Beispiel:

Bl6 - [1]6 = [36 - [3]6 = [3l6
36 - [0]6 = [36 - [2]6 = [3]6 - [4]6 = [0]6
13]6/[3]6 ist also nicht eindeutil ¢, wie wir es erwarten wirden. Bei Primzahlen kann dieses

Problem nicht auftreten, da (wie wir gleich sehen werden) in jeder Zeile einer Multiplikati-
onstabelle ein Rest nur einmal vorkommen kann.
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6.3 Multiplikationstabellen

Nun werfen wir einen Blick auf die folgende Tabelle. Sie ist eine Multiplikationstabelle mo-
dulo 23, wobei der Eintrag in dei-ten Spalte)-ten Zeilea - bmod 23 entspricht.

0o 0o 0o 0Oo0OO O OOO OO OT®OUOOTG OOO OO OTDO
2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
4 6 81012 14 16 18 2022 1 3 5 7 911 13 15 17 19 21
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Die Variablen laufen also vof bis 23, dabei ist die vertikale Achse umgedreht. Unter den
Diagonalen verstehen wir die Eintrage a) und (a, p — a). Offenbar gibt es in dieser Tabel-
le Muster, die wir nun zu erklaren versuchen. Obwohl wir hier nur die Tabelle f&r 23
betrachten, gilt das ab jetzt Gesagte fur beliebiges (primes)

Zunachst einmal stellen wir fest, dass der Tabelleneintrag mit den Koordifraten =
a - bmod p oder anders formuliert der Reprasentar [ - b], mit 0 < k < p ist. Wir kénnen
also unsere neu gewonnene Restklassenarithmetik anwenden.

In der obigen Tabelle gibt es zwei Sorten von Mustern: 1. Spiegelsymmetrien an den Diago-
nalen und 2. kreisformige Muster um den Mittelpunkt. Zuerst zu den Spiegelsymmetrien: Wir
wissen, dass die Restklassenmultiplikation kommutativ ist. Dahéd.isf = (b, a), was die
Symmetrie zu der Diagonalen von links oben nach rechts unten erklart. Die Symmetrie entlang
der anderen Geraden besagt, dass) = (p — a, p — b) ist. Das bestatigt die Rechnung:

[p—al, - [p— 0], = [p* — (a +b)p + abl, = [ab],.

Beide Symmetrien zusammen besorgen noch die Beziefayhg= (p — b, p —a). So ist also
der Eintraglab], an insgesamt vier Stellen in der Tabelle zu finden.

Nun zu den Kreismustern: Diese Muster entstehen dadurch, dass sich die einstelligen Ta-
belleneintrage von den zweistelligen optisch abheben. Diese Muster sind in den Multiplikati-
onstabellen um so besser zu erkennen, je grof&r Hier istp noch relativ klein, daher sind
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die genauen Kurven schwer auszumachen. Der erste Kreisbogen taucht dann auf, wenn die Er-
gebnisse der Multiplikation erstmals zweistellig werden. Daher bezeiehretl 0 den ersten

Bogen. Das ist die Gleichung einer Hyperbel! Wie haben es also keineswegs mit Kreisen zu
tun. Der zweite Bogen entsteht, wenn die Produkte wieder einstellig werden, algo-bei.

Die nachsten Bogen sind entsprechehd- p + 10 undab = 2p. Aus den Spiegelsymmetrien

folgt, dass auch fur die anderen drei Ecken ahnliche Uberlegungen gelten. Daher erscheinen
die Hyperbelbdgen als Kreise. Es ist interessant herauszufinden, wieviele Hyperbeln das Bild
enthalt.

Nun schauen wir uns die Zeilen und Spalten einzeln amp pram ist, sind sdmtliche Rest-
klassen nullteilerfrei, daher befinden sich die Nullen in der Tabelle genau an den Stellen, an
denen einer der Faktorénoderp ist, also an den Randern. Dartberhinaus sind alle Zeilen
(Spalten), die einerh > 0 (a > 0) entsprechen, das zuteilerfremd ist (in unserem Beispiel
sind das alle), Permutationen der ersten Zeile (Spalte). (Beachte: Die Nummerierung beginnt
mit Null.) Dazu reicht es zu zeigen, dass jeder Rest nur einmal pro Zeile (Spalte) auftreten
kann.

Beweis: Seb teilerfremd zup unda,, as € Ngmit0 < ay,as < punda; > as.
Angenommen, es sei

ba; = bas mod p = b(a; — az) = Omod p = a; — as = O mod p.
Also ist eine ZahD < a; — as < p teilbar durchp. Widerspruch! O

Eine besondere Zeile (Spalte) ist offenbar die erste, denn dort tauchen alle Zahien
0 < a < p der Reihe nach auf. Das ist auch klar:1 = b mod p fr alle b.

6.4 Anwendungen

Wir kommen nun zur ersten ,richtigen“ Anwendung der Moduloarithmetik (abgesehen von
den Teilbarkeitsregeln). Es handelt sich um die wohlbekaNetmerprobe. Sie funktioniert
folgendermalRen: Fihrt man eine Operation (Addition oder Multiplikation) auf zwei Zahlen
durch, so muss die gleiche Operation folgendermaf3en auf die Neunerreste angewendet wer-
den:
Beispiel: 12345 + 98765 = 111110
Probe:
(12345 mod 9 4+ 98765 mod 9) mod 9 = (6 + 8) mod 9 = 14mod 9 =5 = 111110 mod 9
Beispiel: 12345 - 98765 = 1219253925
Probe:
(12345mod 9 - 98765 mod 9) mod 9 = (6 - 8) mod 9 = 48 mod 9 = 3 = 1219253925 mod 9
So lassen sich Fehler relativ leicht feststellen. Allerdings kann man so nicht alle Fehler aufde-
cken (namlich genau die nicht, die das Ergebnis um ein Vielfache$ doxern).

Wenn nura in [a]o liegt undb in [blg, SO Muss: + b € [a + bl unda - b € [a - by Sein. Das
ist alles, was die Neunerprobe Uberprift. Dabei erleichtert es die Rechnung ernorm, dass der
Rest modul® genau der Quersumme entsprictt(= 1 mod 9):

a=ag+ 10a; + ...+ 10Fa, = agp + a1 + . .. + a mod 9.
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Als weitere einfache Anwendung der Moduloarithmetik seien die ISBNs (International
Standard Book Numbers) erwéahnt, mit denen seit 1969 samtliche gedruckte Blcher verse-
hen werden. Eine typische ISBN ist z. B. 3-499-60883-9.

Der erste Ziffernblock identifiziert dabei das Land, der zweite den Verlag, und der dritte die
Buchnummer des Verlages. Die letzte Ziffer ist eine Kontrollziffer {0;1;...;9; X }, wobei
X far 10 steht. Wird nun eine ISBN angegeben, so kann man folgendermaf3en Tippfehler
aufdeckenu; seien die9 Ziffern der ISBN. Dann ergibt sich die Kontrollziffdrals

k=a1—|—2a2—|—3a3—|—...+9a9m0d11.

Beipie:9=3+2-443-94+4-945-64+6-04+7-8+8-84+9-3mod11
In 80% aller Buchbestellungen sind Schreibfehler Einzelfehler, d. h. nur eine Ziffer wurde
falsch angegeben. Bei weiteren 10% werden zwei Ziffern miteinander vertauscht. Beide Feh-
lertypen kdnnen durch diese Probe aufgedeckt werden:
Einzelfehlera; — a; + ¢;

Ak =ie; # 0mod 11

Vertauschunga; < a;
Ak = ja; +iaj — ia; — ja; = (j —i)(a; — a;) # Omod 11

In beiden Fallen liegt eine Abweichung von der Kontrollziffer vor; die Neunerprobe hatte
Vertauschungsfehler nicht aufgedeckt.

6.5 Der Chinesische Restsatz

Es gibt einen groRen Unterschied zwischen der uns bekannten Arithmetik und der Restklas-
senarithmetik. In diesem Fall sind n&dmlich die Grundrechenarten gewissermaf3en periodisch!
Das hat zur Folge, dass man fur Gleichungen, in denen nur Reste betrachtet werden, prinzipi-
ell keine eindeutige Losung geben kann, sondern immer unendlich viele. Ein wichtiger Satz
zum Losen von Gleichungssystemen in der Moduloarithmetik (man sprich€emagr uenzen-
systemen) ist derChinesische Restsatz.

Bevor wir den allgemeinen Fall betrachten zunachst ein Beispiel. Zu lI6sen sei das Kongru-
enzensystem

a = 1mod4 (1)
a=2modbh (2)
a = 3mod6 (3)
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Gleichung (1) ist Aquivalent zu= 4t + 1 (t € Z). Einsetzen in (2) und (3):

4t +1=2mod5
4t +1 =3 mod6

4t = 1mod 5
<— 4t = 2mod 6

t=4modb (4)
= t = 2mod 6 (5)

Aus Gleichung (4) erhalten wir wiederuim= 5s + 4 (s € Z), eingesetzt in (5):

5s +4 = 2mod6
= 5s = 4mod 6
<— s =2mod6

alsos = 6r + 2 (r € Z). Insgesamt erhalten wir damit
a=4(5(6r+2)+4)+1=120r + 57

<= a = 57mod 120

Alle a mit a € [57]19 sind somit Lésungen dieses Kongruenzensystems.
Nun zum allgemeinen Fall. Betrachten wir zuerst ein System aus zwei Gleichungen. Seien
b1, b teilerfremd. Dann hat das Kongruenzensystem

a = rymodb;

a = 7r9mod by
eine eindeutige Losung modubgb,.

Beweis: Existenze = rymod b, <= a = kb, + 1, (k € Z)

Dann muss geltehd; + r; = romodbs. DaggT(by,by) = 1 gibt esx,y € Z so dass =
xby + yby <= (ro —ry) — (ro — r)xby = (ro — r1)ybs <= kby = ro — r; mod by mit
k=x(ry —ry)

Eindeutigkeit: Seien, o’ zwei Lésungen, also

a = a= rymodb;

a = a= rymodb,

<= d =amodb;unda’ = amod b,

DaggT (b, by) = 1 folgt a’ = a mod by bs. O
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Wir kbnnen nun von der Losbarkeit eines Systems mit zwei Gleichungen auf die Losbarkeit
von Systemen mit beliebig vielen Gleichungen tbergehen.

Sind dieby, b, . . ., b, paarweise teilerfremtl so besitzt das Kongruenzenystem
a = rymodb
a = Ty mod b2
a = rpmodby
LOsungen.
Beweis: Es sei = b1b,y ... b, undy; = x/b; furi = 1,2, ..., k. Dann sindc undy; teilerfremd
(insbesonderg; undy;), daher gibt es eip; mit y;z; = 1modb; (i = 1,2,..., k).
Die Zahly,z171 4+ yo2or9 + - - - + yr2zx7k ISt dann eine LOsung. O

Zum Schluss werden wir noch betrachten, welche Werte die Losungen eines solchen Kon-
gruenzensystems annehmen kénnen.
Die Losungen des Kongruenzensystems

a = rymodb
a = rymod by
a = rpmodby
sind, falls welche existieren, eindeutig module- kgV (b1, ba, . . ., by).
Beweis: Sindr; undx, zwei Loésungen, so gilt; = x5 = r;mod b; fur alle: = 1,2,.. .k,

alsob;|(z1 — ). Mit e|(x; — z5) findet manz; = 2, mod e. Ist umgekehrtr; eine Losung
des Kongruenzensystems und= z; mode, SO istr; = x5 = r; mod b; fUri = 1,2,..., k.00

Wir erhalten damit den Chinesischen Restsatz: Sind,d@&es Kongruenzensystems paatr-
weise teilerfremd, so existiert eine Losung, und diese ist eindeutig meg\il@ , b, . . . , by).

!paarweise teilerfremd bedeutet, das¥'(b;, b;) = 1 furi # j
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7 Primzahltests

Hier werden wir uns, wie der Titel vermuten lasst, mit der Frage beschéftigen, wie man einer
Zahl ansehen kann, ob sie prim ist oder nicht. Uberraschenderweise ist es dazu nicht notwen-
dig, einen echten Teiler anzugeben, denn es gibt einige Beziehungen, die nur fir Primzahlen
gelten. Diese kdnnen als einfacRa mzahltests verwendet werden. Als direkte Anwendung

wird die RSA-Verschlisselung besprochen. AbschlieRend wird auf die Frage eingegangen,
wie man dafur Primzahlen gewinnen kann.

7.1 Das Sieb des Eratosthenes

Das Seb des Eratosthenes ist eines der altesten (und umsténdlichsten) Verfahren, um Prim-
zahlen zu bestimmen. Dazu schreibt man sich alle zu testenden Zahlen beginngiismit
auf. Dann geht man zur ersten ZaB) (nd streicht alle Vielfachen von ihr weg. Dann geht
man zur ndchsten Zahl der List&) nd streicht wiederum alle Vielfachen weg usw. Kommt
man zur Primzahp, so dasg? > n, so kann man aufhoéren und sicher sein, dass alle noch
verbleibenden Zahlen Primzahlen sind.

Mit Hilfe dieser Uberlegung kann man leicht Satze finden wie: Alle Primzaplers sind
von der Formtn + 1.

Beweis: Allep € P, p > 3 sind ungerade. Diese wéarén + 1, 6n + 3 und 6n + 5. Da
3|(6n + 3), bleiben noch die anderen beiden ubrig. Btit+ 5 = 6k — 1 fur £k = n + 1 folgt
die Behauptung. O

Hieraus ergibt sich insbesondere, dass es nuPemzahltriplett der Formn, n + 2, n + 4
gibt, und zwa3, 5 und7.

7.2 Der Satz von Wilson

Wir benutzen im Folgenden einige Ergebnisse der Restklassenarithmetik. Zunachst zeigen wir,
dass es fir jedegs € P genau zwei zu sich selbst inverse Restklassen gibt, namliclkind

[p — 1],
Beweis:[a|, sei zu sich selbst invers, also
a®>=1modp <= a*=1+kp (k€Z)

Das heif3t abefa — 1)(a + 1) = kp und damitp|(a — 1) oderp|(a + 1). Wegenl < a < p
folgta = 1 odera = p — 1. O
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Der Satz von WiIson besagt nun, dass eine Zghbenau dann prim ist, wenfp — 1)! =
—1modp.

Beweis: Der Satz ist formuliert mit Hilfe der Restklassenarithmetik aquivalejtpzul)!], =
[p — 1],,, ausgeschrieben

[1]p[2]p[3]p e p— 1]17 =[p- 1]19'
Fur den Fallp = 2 besteht das Produkt nur aus dem FakKids wie verlangt. Sei nurp
prim und ungerade. Da das Prodpkt 3 Faktoren hat, die nicht selbstinvers sind, muss sich
jeder Faktor mit einem anderen (seinem Inversen) ausléschen. Die Anzahl dieser Faktoren ist
gerade, daher bleibt kein Faktor Ubrig. Es bleiben die beiden selbstinversen Faktoter

[p — 1], ]

So schon dieser Satz auch ist, so unbrauchbar ist er auch fiir die Praxis, denn das Berechnen
der Fakultat grol3er Zahlen ist sehr aufwendig.
Interessanterweise gilt fir zusammengesetzte Zahtent, dassn — 1)! = 0 mod n.

Beweis: Sein = ab mit a,b > 1 unda # b. Sowohla als auchb tauchen als Faktoren in
(n — 1)! auf. Daher folgta|(n — 1)!. Fallsa = b, dannisth = a?> und1 < a < 2a < d?, falls
n > 4. [

7.3 Der kleine Satz von Fermat

Zunachst ein paar Vorbetrachtungen. Seiem € N, a,n > 2, dann gilt:

e Istn zusammengesetzt, so ist auth— 1 zusammengesetzt.
Beweis: Sein = cd mit ¢,d > 2. Dann ist

a?—1=(a=1)(1+a® +a® + ... + a7V, O
e Ista > 3, soista™ — 1 zusammengesetzt.
Beweisia > 3 <= a—1 > 2,also
a"—1=(a—-1)1+a+a*+---+a""). O
e Ista ungerade, so ist” + 1 gerade, also nicht prim.
Beweis: Sen = 2k + 1, so ist
a"+1=2k+1)"+1=((2k)" +n(2k)" "+ +n(2k) + 1)+ 1,
also gerade. O

e Istn keine Zweierpotenz, so ist" + 1 nicht prim.
Beweis: Istn keine Zweierpotenz, so hatmindestens einen ungeraden echten Teiler,
alson = ¢(2k + 1) mitc,k € N.

a" +1 = a1 1 = (a° 4+ 1)(a“®) — @D 4. — a2 4 1) O
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Aus den ersten beiden Satzen ergibt sich, dass eine Zahl derd?osm nur dann prim
sein kann, wenm = 2 undp selbst prim ist. Zahlen dieser Form heil3darsenne’ sche Zah-
len, Primzahlen dieser Forilersenne’ sche Primzahlen. Die letzten beiden Satze fuhren zur
Definition derFermat’ schen Zahlen 22" +1. Primzahlen dieser Form heiREermat’ sche Prim-
zahlen. Man beachte, dass in beiden Fallen die Form notwendig, aber keineswegs hinreichend
ist!

Ein wichtiger Satz Gber Potenzen ist déeine Satz von Fermat: Seip € P unda kein
Vielfaches vorp. Dann gilta?~! = 1 mod p.

Beweis:
[(p - 1)!]p = [1]17[2]17[3]1@ ce [p - 1]1)
DaggT(a,p) = 1ist, folgt die Gleichheit zu

la],[2al,[3al, -~ [(p = Dal, = [a" (p — 1)!],.
Division durch|(p — 1)!], # [0], gibt die Behauptung. O

Der Satz von Fermat gibt im Gegensatz zum Satz von Wilson kein hinreichendes Kiriteri-
um fur Primheit. Daher gibt es, die keine Primzahlen sind, aber denna¢h! = 1modp
erfillen. Diese Zahlen sind relativ selten und heifgsudoprim zur Basis a oderCarmichael-
Zahlen.

7.4 Der Satz von Euler

Dieser Satz ist zwar eigentlich kein Primzahltest, aufgrund der Verwandtschaft zu Fermats
kleinem Satz sei er hier jedoch trotzdem aufgefiihrt. AuRerdem wird jetzt eine wichtige zah-
lentheoretische Funktion eingefuhrt.

Die Euler’sche ¢-Funktion gibt die Anzahl der zw teilerfremden Zahlen Kkleiner gleioh
an, also die Anzahl der Elemente der Medde< a < n | ggT(a,n) = 1 }. Wir werden jetzt
ein paar Eigenschaften dieser Funktion untersuchen.

Zunéchst stellen wir fest, dass fiie P gilt o(p) = p — 1. Daruberhinaus ist

— n— n 1
(") =p"—p "t =p"p—1)=p <1—]—9)-

Beweis: Teiler vorp™ sind genau die Vielfachen vom kleiner alsp™. Davon gibt e !
Stuck. Zieht man diese von der Gesamtheit der Zahlen kleiner gieiab, so ergibt sich die
Behauptung. O

Seienm, n zwei teilerfremde Zahlen. Dann gitt(m - n) = ¢(m) - p(n).
Beweis: Es gilt zu zeigen, dass alle zu- n teilerfremden Zahlen umkehrbar eindeutig auf
zum undn teilerfremde Zahlen abgebildet werden kénnen. Seicemit 1 < a < m -n
teilerfremd zumn - n. Ferner seiem; undr, die Reste bei der Division vomdurchm bzw. n:

a = rymodm

a=romodn

48



Es giltggT(r1,m) = 1 undggT(r2,n) = 1. Sowohlr; als auchr, sind durcha eindeutig
bestimmt. Umgekehrt seien undr, gegeben. Laut Chinesischem Restsatz gibt es dann ein
eindeutig bestimmtes, das das Gleichungssystem erfullt. O

Wir haben damit eine Mdglichkeitz(n) Uber die Primfaktorzerlegung vonzu berechnen:
Sein = pi'py?* - - - p*, dann ist

=) (5) ()

o(n) =@ @'Py* - p)
= (1) e (P52) - ¢ (Pp")

= p (1_l>p"2 (1_i)...pnk <1_i)
! p1 ? P2 ¥ Pk
1 1 1
:n(l__)(l__)...(l__). 0
h b2 Pk

Nun kommen wir zumSatz von Euler. Er kann aufgrund des bis hierher Gesagten als
Verallgemeinerung des kleinen Satzes von Fermat gesehen werden (denn fir jpishes

o(p) =p—1).
Seiena undn teilerfremd. Dann ist#(™ = 1 mod n.

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Satzes von Fermat. §gjatie Rest-
klassen modul@, deren Reste teilerfremd zusind. Dann betrachten wir das Produkt

Beweis:

[P1]nlr2)n - [Fomln

Daa undn teilerfremd sind, ist dieses Produkt gleich

lari]plarsly - - - [arpm)]n-

Mit anderen Worten:
ariary -+ - Aryn)y = rira -« Typ) Modn

— ¢*™ = 1modn O

7.5 Die RSA-Verschlusselung

Man koénnte meinen, dass die Zahlentheorie, in gewissem Sinne der ,reinste* Zweig der Ma-
thematik, fur Anwendungen ,im Alltag” so gut wie nutzlos ist. Interessanter Weise ist genau
das Gegenteil der Fall. Heutzutage kdme man ohne die modernen Methoden der Zahlentheorie
Uberhaupt nicht mehr aus. Denn im Zuge der Entwicklung weltweiter Datennetze ist es immer
wichtiger geworden, sensible Daten zu schiitzen, indem mamersehl Usselt. Eines der ver-
breitetsten Verfahren dazu ist dRSA-Verschllisselung, benannt nach den Entwicklern Rivest,
Shamir und Adleman. Sie gilt als praktisch unknackbar.

49



Der Grund dafur ist der, dass man ein Produkt von zwei Primzahlen verwendet. Diese Prim-
zahlen sind von enormer Grol3e, so dass das Faktorisieren dieses Produkts fiir alle gegenwartig
bekannten Algorithmen nicht in annehmbarem Zeitaufwand geleistet werden kann. Deshalb
sucht man auch nach immer grél3eren Primzahlen.

RSA ist einasymmetrisches Verfahren. Im Gegensatz zymmetrischen Verfahren, wo
Sender und Empfanger eingemeinsamen Schltissel haben, hat hier jeder eineiffentli-
chen Schitissel und einenprivaten Schitissel. Das bedeutet, dass der Schliissel, mit dem die
Nachricht verschlisselt wurde, mitgeliefert wird. Das ist aber nur die halbe Wahrheit: Die-
ser Schlissel ist ndmlich das eben erwéhnte Produkt, und ohne die Kenntnis der Primzahlen
ist dieser zum Entschlisseln praktisch nutzlos. Doch das Austauschen der Schltissel soll hier
nicht weiter interessieren, wir werden das Verschlisselungsverfahren untersuchen.

Bevor wir etwas verschliisseln kdnnen, missen wir erst etwas haben, dass man verschlis-
seln kann. Das heif3t, wir missen samtliche Daten in eine Zahl umwandeln, und zwar in eine
ganze Zahl. Dazu gibt es prinzipiell unendlich viele Méglichkeiten: Will man z. B. reinen Text
umwandeln, so kann man Zeichen fur Zeichen in den ASCII-Code transformieren, man kann
einen eigenen Code verwenden, man kann die Buchstaben erst gruppieren und dann trans-
formieren usw. (Das Gruppieren soll verhindern, dass man anhand der Haufigkeitsverteilung
bestimmter Buchstaben einzelne Codes ,raten” kann.) Das soll uns hier aber nicht weiter be-
schéftigen. Am Ende wird dann daraus z. B. durch einfaches Aneinanderhangen eine einzige
Zahl gebildet.

Nehmen wir nun an, wir haben unsere Daten irgendwie transformiert und eine Zal},
vorliegen. Diese soll in eine Zahle Ny umgewandelt werden, und zwar so, dass mansy
spater wiederherstellen kann. Dazu bendtigen wir zwei Primzahler P, eineKodierzahl
k € N sowie eineDekodierzahl d € N. Und zwar wahlen wirl so aus, dass

kd=1mod (p—1)(¢ — 1)

gilt. Dabei sindp, ¢, d geheim,k undm = pq werden mity weitergegeben. Ein Empfanger,
derp, q,d kennt, kann so ohne Problemewieder inz verwandeln. Kennt der Empfanger
diese nicht, so hat er keine Chance. Das Verfahren funktioniert folgendermafien:

Wir definieren die Kodierfunktion

K(z) = 2" modm
und die Dekodierfunktion
D(y) = y*modm.
Dann wirdy = K (z) gebildet und weitergegeben. AnschlieRend wixd/) berechnet. Daraus
kann man dann wiedergewinnen(p — 1)(¢ — 1) = ¢(m); ggT(z,m) = 1):
D(K(z)) = #* modm
= 2" modm (1 € N)

= (z*"™) . zmodm

= xmodm
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Nun zu einem konkreten Beispiel. Wir verschliisseln den Text
»~THOMAS’ MATHE-SEITEN®.
Dazu konvertieren wir jedes Zeichen ins ASCII-Format und erhalten
84,72,79,77,65,83,39,32,77,65,84,72,69, 45, 83,69, 73, 84, 69, 78.
Da diese Zahlen unndtig grol3 sind, ,normieren” wir durch Subtraktion von 32:
52,40,47,45,33,51,7,0,45,33,52,40,37,13,51, 37,41, 52, 37, 46
Als nachstes fassen wir die Buchstaber2zr Gruppen zusammen:
(52,40), (47,45), (33,51), (7,0), (45, 33), (52,40), (37,13), (51, 37), (41, 52), (37, 46)
Dann hangen wir die Elemente der 2-er Gruppen aneinander:
5240,4745,3351, 700, 4533, 5240, 3713, 5137, 4152, 3746

Diese Zahlen werden jetzt einzeln verschlisselt. Wir miissen nun darauf achten,gtéger

ist als die gro3te zu verschlisselnde Zahl (ist in der Praxis naturlich immer der Fall), denn
sonst liefert die Entschlisselung einen falschen Wert. Deshalb wahlen-wii1l, ¢ = 83.

Dann istm = pg = 5893 und (p — 1)(¢ — 1) = 5740. Jetzt mussen wik und d so wahlen,
dasskd = 1 mod 5740. Furk = 2013 finden wir z. B.d = 4377.

Wir kdnnen jetzt fur aller; den Ausdrucki (z;) = z2°'¥ mod 5893 bilden:

1042, 3748, 3383, 5174, 1946, 1942, 2354, 4478, 3221, 199

Das ist die Nachricht, die unser Empfanger erhalten wird. Mit seinem privaten Schlissel kann
er nunD(y;) = y3"" mod 5893 berechnen:

5240,4745, 3351, 700, 4533, 5240, 3713, 5137, 4152, 3746

Der Weg zurlck zur Nachricht ist offensichtlich.
Ubung: Auf die gleiche Weise wie oben wurde aus einem Text eine Zahlenfolge gebildet.
Das Ergebnis ist
1516, 4379, 1615, 4061, 1347, 1447, 8555, 4883.

Der offentliche Schliissel ist = 8633 undk = 3013. Wie lautet die Nachricht?

7.6 Der Satz von Pocklington

Es stellt sich nun naturlich die Frage, wie man auf mdglichst effiziente Weise grof3e Primzah-
len, wie sie fur die RSA-Verschlisselung bendtigt werden, erhalten kann. Effizient bedeutet
dabei, dass die vermutlichen Primzahlen mdglichst grol3 sein sollten, und der Aufwand, sie zu
testen, moglichst klein. Ein solches Verfahren liefert der folgende Satz:

Sein € Nunds|(n — 1) mit s > y/n. Wenn es eim € N gibt, so dasg” ' = 1 mod n und
gegT(a"=Y/74 —1,n) = 1 fir jeden Primteiler; von s ist, dann ist, € P.
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Beweis: Angenommenm, sei zusammengesetzt. Dann existiert ein Primfajter,/n vonn.
Seib = a™Y/* mod n. Dann ist

b® = (a(”_l)/s)s =a" ! = 1modn.
Daraus folgt, dass® = 1 mod p ist. Fiir alle Primteiler; von s gilt aberb*/? # 1 mod p, denn
falls es ein solcheg mit b/ = 1 mod p gabe, dann warg ein Teiler von

b1 —1 =g/,
was der VoraussetzungT (e~ V/7 — 1,n) = 1 widerspricht. Nach Fermats kleinem Satz
ist nun?~! = 1mod p. Daraus ergibt sich, das$(p — 1), was der Voraussetzung> /n
widerspricht, denp < /n. O

Die Schwierigkeit bei diesem Verfahren ist nun nicht mehgls Primzahl zu entlarven,
sondern vielmehr ein passendeau finden, dag” ! = 1 mod n erfillt und dann fir dieses
ggT(a"=V/4 —1,n) = 1 fir alle g zu testen.
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8 Faktorisierungsverfahren

Im letzten Kapitel haben wir etwas Uber Primzahltests erfahren. Angenommen nun, wir haben
verifiziert, dass eine gegebene Zahl nicht prim ist. Wie kommen wir dann an ihre Primfak-
torzerlegung? Es ist eines der grol3en Probleme der modernen Zahlentheorie, dass man dieses
simple Problem bis jetzt nur mit enormem Aufwand fur grol3e Zahlen l6sen kann. Dabei ge-
nugt es offenbar, einen einzigen Faktor (nicht notwendig prim) zu finden, denn dann kann man
die Faktorisierung rekursiv auf kleineren Zahlen aufbauen.

In diesem Kapitel werden einige einfache Verfahren vorgestellt. Da man tber die Struktur
der gegebenen Zahl i. A. nichts weil3, ist es wenig ratsam, nur ein Verfahren durchzufuhren.
In der Praxis wird man mehrere Verfahren parallel laufen lassen. Auf die zur Zeit effektivsten
Verfahren mittelKettenbruchzerlegung, Elliptischer Kurven (mit denen man auch Primzahl-
tests durchfiihren kann) uri@@uadratischen Sebverfahren kann hier leider nicht eingegangen
werden.

8.1 Probedivision

Wir gehen im Folgenden davon aus, dasangerade ist (sollte das nicht der Fall sein, so
dividieren wir so lange durch, bis wir einen ungeraden Faktor erhalten). Dann kann man
versuchen, ol durch Teiler der Form

CL1<CL2<CL3<"'<\/E

teilbar ist. Es ist die geschickte Wahl der die dieser Verfahren erheblich effizienter macht:
Als Teiler kommen nun nur noch ungerade Zahlen in Frage. Teilt man jedoch durch alle un-
geraden Zahl kleineg/n, so fuhrt man eine Reihe Uberflissiger Divisionen ausu I5tB.
nicht durchb teilbar, so kann man sich die Division durth schenken. Es wéare also am ef-
fektivsten, nur durch die ungeraden Primzahlen zu teilen. Dazu muss allerdings erst einmal
eine Liste aller Primzahlen bign generiert werden, was die Effektivitat wieder senkt. Es gilt
also eine Ausgewogenheit herzustellen zwischen einer einfach zu erzeugenden Liste und zu
viel Redundanz.

Dieses Verfahren ist nattrlich fur groRemit groRen Primfaktoren unbrauchbar. Es bietet
sich hochstens aRreprocessing an, um kleinere Faktoren zu eliminieren.
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8.2 Das Verfahren von Fermat

Sein = ab. Dann setzen wiz = (a + b)/2 undy = (a — b)/2 (z undy sind ganzzahlig, da
undb ungerade sind). Dann kann mamach

n=(z+y)(z—y) =a>—y

faktorisieren. Das Verfahren beginnt, indem mas: [/n] setzt. (Wir suchen nun also Teiler
in der Nahe der multiplikativen Mitte). Dann wird Gberpruft, ob— n eine Quadratzahl ist.
Wenn ja, kann man darausund b bestimmen. Wenn nicht, so inkrementiert manMan
bricht ab, wenn ein Teiler gefunden wurde ode¥ (n + 1)/2 ist. Dann ist namlich

v —n =y mity = (n —1)/2
= r—y=1lundx+y=n
= n € P.

Der Trick hierbei ist, dass man nicht unbedingt die Wurzel ziehen muss, um festzustellen, ob
k ein Quadrat ist. So kank z. B. nur dann ein Quadrat sein, wehnre [0s, k € [1]s oder

k € [4]s ist.

Beweis: Dazu betrachten wir einfach fir éinaus jeder Restklasse modulo 8, in welcher
Restklassé? liegt:

kel0s = k*c[0s
kel = k* €[l]s
kel2s = k? € [4]g
kel3ls =k c[l]s
ke4s = k> c0]s
ke5ls = k*€[l]s
ke [6ls = k* € [4]s
kells = k€[l O

Eine Variation dieses Verfahrens ist das folgende: Man wahhdy so, dass:? = y? modn
aberz # +ymodn erflllt ist. Dann istggT(z + y,n) oderggT(z — y,n) ein Teiler vonn.

Beweis:n|(z? — y?) <= nl|(x + y)(z — y). Da abem wederx + y nochx — y teilt, folgt
die Behauptung. O

Das Problem hierbei ist einfach, dieundy aufzuspuren.
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9 Quadratzahlen

Ein wichtiger Teil der Zahlentheorie ist die Erforschung der Eigenschaften von Quadratzah-
len. Das bekannteste Beispiel fiir eine Gleichung, in der Quadrate auftauchen, ist naturlich der
Satz des Pythagoras, der hier eingehend untersucht wird. Als wichtiges Handwerkszeug wer-
den die quadratischen Reste vorgestellt und als Anwendung bei den Summen aus Quadraten
vorgefuhrt.

9.1 Vorbetrachtungen

Wir haben schon einige Eigenschaften von Quadratzahlen kennengelernt, ohne sie explizit
aufzuschreiben. So impliziert die Irrationalitat vef2 unmittelbar, dass der Quotient zweier
Quadratzahlen niemlassein kann. Betrachtet man diesen Sachverhalt genauer, so stellt man
leicht fest, dass der Quotient zweier Quadratzahlen nur wieder eine Quadratzahl sein kann
(wenn er denn Uberhaupt eine nattrliche Zahl ist).

Wir werden oft das einfache Ergebnis brauchen, dass das Quadrat einer geraden (ungeraden)
Zahl wieder gerade (ungerade) ist.

Beweis:(2n)? = 4n? = 2(2n)?
2n—1)2=4n*—4n+1=2(2n*>-2n+1) -1 O

Ebenso wichtig: Sind undb teilerfremd und Quadrate, so ist audhein Quadrat.

Beweis: Seia = pi'p5? - pkm undb = ¢l'¢%?---¢/». Daa und b Quadrate sind, miissen

samtliche Primfaktoren zu einer geradzahligen Potenz erhoben sein. ¥&henb) = 1 ist
pi # q; faralles, j. Also ist bei

ab = p/{npl;z . .pﬁ;nqilq? . qiln
jeder Exponent gerade. O

Uber die Teiler von Quadraten lasst sich Folgendes sagen: Die Anzahl der echten Teiler von
Quadratzahlen ist immer ungerade, die Anzahl der Teiler von Nicht-Quadratzahlen immer
gerade.

Beweis:a habe die echten Teilég, b1, . . . by, die mittels Index der Gro3e nach geordnet sind.
Daa/by = by, a/by = by, oder allgemeim/b; = by_;, erhalt manimmed = b;b;_;. a ist also

das Produkt der kleinsten mit dem gro3ten Teiler, des zweitkleinsten mit dem zweitgréf3ten
und so weiter. Es gibt nun genau dann &inso das$? = a, wenn in der Mitte ein Teiler
Ubrigbleibt, die Teileranzahl also ungerade ist. O
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9.2 Quadratische Reste

Wir haben quadratische Reste schon benutzt, als wir uns das Faktorisierungsverfahren von
Fermat angesehen haben. Hier wird nun die allgemeine Definition nachgeliefert:
a heifldtquadratischer Rest modulo p genau dann, wenmteilerfremd zup ist und es ein: gibt
mit 22 = a mod p. Ansonsten heil3t quadratischer Nichtrest. Die Null ist also per Definition
kein quadratischer Rest.
Beispiele:
guadratische Reste modul®:
xr 01 23456 78
2201 494101 4
quadratische Resté¢1}
quadratische Nichtrest¢0, 2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11}

10 11

9
9 4 1

guadratische Reste moduld:
zx 01234 5 6 7 &8 9 10 11 12
22 001 49 3 12 10 10 12 3 9 4 1
quadratische Resté¢1, 3,4, 9,19, 12}
quadratische Nichtresté0, 2,5,6,7,8,11}

Wegenz? = (—x)? erhalt man bereits alle quadratischen Resterfér (p)/2. Wie man
sieht sind fur den Fall, dagsprim ist, alle quadratischen Reste verschieden. Die Anzahl der
quadratischen Reste ist also kleiner glejglp)/2 flr p zusammengesetzt und gleiglip) /2
fur primesp.

Wie bereits gesehen, kann man mit Hilfe quadratischer Reste das Wurzelziehen Uberflissig
machen, um gewisse Zahlen als Quadrate auszuschliel3en. Jetzt soll noch eine andere Anwen-
dung gezeigt werden. Und zwar kann man mit Hilfe quadratischer Reste ohne weiteres zeigen,
dass die Gleichung? + b* = 4c + 3 keine Loésung mit:, b, ¢ € Z hat.

Beweis: Wir betrachten die Restklasse modulo 4:

a’> + b =4c+3mod4d < a®>+b*>=3mod4

a® und b? kdnnen aber nur gleich 0 oder 1 mod 4 sein, die Sume > demnach nur 0,
1 oder 2. Mit anderen Worten: Die Summe aus zwei quadratischen Resten modulo 4 kann
niemals 3 ergeben. O

9.3 Pythagoraische Tripel

Rechtwinklige Dreiecke spielen in der Geometrie eine gro3e Rolle. Der Satz des Pythagoras

ist vielleicht der bekannteste mathematische Satz tberhaupt. Daher war es schon immer in-

teressant, solche rechtwinkligen Dreiecke zu untersuchen, bei denen die Seitenlangen ganze
Zahlen sind.
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(z,y,2) € N heil3tpythagoraisches Tripel genau dann, wenr? + y? = 2% ist. Wenn(z, y, 2)

ein solches Tripel ist, dann ist naturlich aughr, dy, dz) mit d € N ein solches Tripel. Wir
werden uns daher darauf beschranken, solche Tripel zu betrachten, beggé&fneny, 2) = 1

ist. Ein solches Tripel heiflprrimitives pythagorisches Tripel. Dann sind dier, y, z aber auch
paarweise teilerfremd.

Beweis: Angenommen beispielsweiseund y hatten einen gemeinsamen Teiler grol3er 1.
Dann hat aber weger? + 3? = 22 auchz diesen Teiler, was der Annahme widerspricht, das
Tripel sei primitiv. O

Nun untersuchen wir die Paritdten. Es kbnnen nicht alle Zahlen gerade sein, denn dann
ware das Tripel nicht primitiv. Auch kbnnen wegen der paarweisen Teilerfremdheit nicht zwei
Zahlen gerade sein. Es konnen aber auch nicht alle drei Zahlen ungerade sein. Bleibt die
Maoglichkeit, dass eine Zahl gerade ist und zwei ungerade sind.

Wir vermuten:z undy sind ungerade. Die Rechnung zeigt jedoch

A=y =Rk -1+ (20— 1) =4k — 4k + 1+ 4P U+ 1 =42+ P~k - 1)+ 2,

was nicht durch 4 teilbar ist. Widerspruch!
Es kann also nut gerade und; ungerade sein oder umgekehrt. Im Folgenden bezeighne
immer die gerade Zahl. Dann ist

v =2>—2=(z—2)(2 +2).

Da diese beiden Faktoren gerade sind, setzeg wirk, z —x = 2l undz +z = 2m. Aus der
Primitivitat des Tripels folgt, dassundm teilerfremd und nicht beide selbst (un)gerade sind.
AuRerdem sieht man an der Produktdarstellung yorlass undm selbst wieder Quadrate
sein mussen, also= p? undm = ¢?. Zusammenfassung:

y=2pg,x=q —p’ z=p"+¢

Sind umgekehrp? und ¢*> Quadrate verschiedener Paritat mitc ¢, dann erfullt das obige
Tripel (¢* — p?, 2pq, p* + ¢*) die pythagoraische Gleichung. Folge: Es gibt unendlich viele
primitive pythagoraische Tripel.

Es gibt ein sehr einfaches Verfahren zu Generierung pythagoraischer Tripel: Man schreibt
satmliche Quadratzahlen und ihre Differenzen in eine Tabelle:

0 1 4 9 16 25
1 3 5 7 9

In der zweiten Zeile stehen samtliche ungeraden Zahlen. Ist eine davon ein Quadrat, also von
der Form(2k—1)?, so erhalt man mit den beiden dariiberstehenden Zahlen ein pythagoraisches
Tripel:

2k —1)2+n? = (n+1)>
— n24+2n+1-—n2 =4k®> —4k+1
— n = 2k* — 2k
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Man erhalt also ausgedruckt in Abhangigkeit van
(2k — 1)* + (2k — 2k)? = (2k* — 2k + 1)?

Man erkennt, dass sich fur jedes ungeradsn y und z finden lasst, so dass ein pythagoréai-
sches Tripel gebildet wird. Diese Form findet somit alle pythagoraischen Tripel, nicht nur die
primitiven.

Wir kommen nun auf die geometrische Interpretation.

4yt =2 = <5>2+—(3>2=:1
z z
Also entspricht jedem pythagoraischen Tripel @tionaler Punkt auf dem Einheitskreis und
umgekehrt (ein rationaler Punkt einer Kurve ist ein Punkt, dessen Koordinaten rational sind).
SeiP = {(r,y) € Q? | 22 +y* = 1,2,y > 0} die Menge aller rationalen Punkte auf dem
Einheitskreis im 1. Quadranten. Wir betrachten die Schnittpunkte des Einheitskreises mit der
Geraderny = t(z + 1), 0 <t < 1im 1. Quadranten:

1— 22 = t*(x 4+ 1)
= 1 — 22 = 22 + 2t%2 + t*
= B+ D22 +2%2+t2 -1 =0
2 212 2 —1 _
= T +t2+1x+t2+1 =0
1—¢ ot

2
Die LOosung dieser Gleichung ist= T und damity = e Firt € Qist (z,y) ein

rationaler Punkt. Sei nufx, y) ein rationaler Punkt ungleicf+1, 0), dann ist die Steigung
der Geraden eine rationale Zahk= ﬁI Also ist

1—t* 2
P:{(———n———)he ,0<t<1}
1+t27 1442 Q

Damit haben wir eine vollstdndige Parametrisierung aller rationaler Punkte im 1. Quadranten,
die wir durch Erweitern einem pythagoraischen Tripel zuordnen kdnnen.

9.4 Summen von Quadraten

Man kann sich nun die Frage stellen, wann eine natirliche Zahl als Summe von Quadraten
darstellbar ist. Man findet z. B. leicht, dags n» Summe von zwei Quadraten ist, wemnund
n selber Summe zweier Quadrate sind, denn

m-n =(a®+b*)(* + d*)
=a’c® + a*d® + b’ + bAd?
=a%c® + 2achd + b*d* + a*d* — 2adbe + b*c?
=(ac + bd)* + (ad — bc)?. O
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Auf ahnliche Weise sieht man, dass- n Summe aus vier Quadraten ist, wemnund n
Summe von vier Quadraten sind.

Die folgenden Satze kdnnen hier leider nicht bewiesen werden, da dazu ein intensiveres
Studium der quadratischen Reste notwendig ist.

e p € Pist genau dann Summe zweier Quadrate, ween2 oderp = 1 mod 4 ist.

e n € Nist genau dann Summe zweier Quadrate, wenn in der Primfaktorzerlegung alle
p; = 3mod 4 in gerader Potenz auftreten.

e Jede Zahh € N ist Summe von 4 Quadraten.

Zum Abschluss werden wir den Beweis fuhren, dass keine Zahl N der Formn =
4%(8b + 7), a,b € Ny als Summe von weniger als 4 Quadraten geschrieben werden kann.

Beweis: Nehmen wir das Gegenteil an, alse: =3 + 2 + 232, z; € N,.
e Ista =0, soist8k + 7 = z? + z2 + 22 ungerade. Wir unterscheiden dann:

— alle z; sind ungerade:
Dannistr? = 1 mod 8: (2k—1)? = 4k(k—1)+1 und damitr?+z3+23 = 3mod 8.
Widerspruch!

— r7 undzx, gerade;rs ungerade:
Dann istz?, 3 = Omod 4 undz3 = 1mod4: 2% + x3 + 2 = 1mod 4. Wider-
spruch!

e Nun seic > 0: Dannistz] + 23 + 23 = 4°(8b + 7) gerade.

— x1 undz, ungeradeg; gerade:
2% + 22 + 22 = 2mod 4. Widerspruch!

— Alle z; gerade:
Wir dividieren durch 4 und erhalten

o= () (2 ()

Wiederholt man diese Division, so erhalt man entweder den obigen Falhoder
0. In jedem Fall finden wir einen Widerspruch. O
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10 Ein bisschen Algebra

Bis jetzt haben wir auf den sonst tUblichen mathematischen Formalismus bei der Vermittlung
elementarer Zahlentheorie verzichtet: den Formalismus der Algebra. Alle Ergebnisse der Zah-
lentheorie konnten bis jetzt ohne algebraisches Wissen verstanden und bewiesen werden. In
diesem Kapitel werden wir sehen, dass die Algebra eine Ubergeordnete Struktur der Mathema-
tik vorgibt, und wieso man zu Verallgemeinerungen strebt. Dabei werden wir auf algebraische
Begriffe, auf die wir schon gestof3en sind, nédher eingehen.

10.1 Gruppen

Eine Gruppe ist eine nichtleere Meng€&' zusammen mit einer Verkniipfung, geschrieben
als PaafG, +), die den folgenden Regeln gentigt:

e Die Gruppe ist abgeschlossen: Sindg, € G, so ist auch

g1+ g2 =93 €G.

e Furje 3 Elemente,, 92, g3 € G gilt das Assoziativgesetz
(91 +g2) + 93 = g1 + (92 + g3).

e Es gibt es linksneutrales Element genahrgo dass fur jedeg € G gilt

O+g=yg.

e Firjedey € G gibt es ein linksinverses Elemefit g), so dass gilt
(—9)+g9=0.

Man beachte, dass die Mengekeineswegs eine Zahlenmenge sein muss, die Symbole

und0 sind also wirklich streng symbolisch zu sehen. Ein Beispiel fur eine Gruppe, die nichts
mit Zahlen zu tun hat, ist z. B. die Gruppe der Rotationen eines gleichseitigen Dreiecks um
seinen Schwerpunkt. Die Addition entspricht dabei der Hintereinanderausfiihrung von Rota-
tionen, und die Menge enthalte die Rotationen@mi20° und 240°. Das Minuszeichen be-
deutet dann Drehung im negativen Drehsinn. Man Uberprift leicht anhand der Bedingungen,
dass es sich tatsachlich um eine Gruppe handelt.
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Oft findet man in der Definition der Gruppe einfach ,invers” statt ,linksinvers* und ,neu-
tral* statt ,linksneutral“. Das liegt daran, dass in jeder algebraischen Struktur, die den Be-
dingungen der Gruppe genugt, das linksinverse gleich dem rechtsinversen Element und das
linksneutrale gleich dem rechtsneutralen Element ist. (Man Uberlege sich, dass es in einer
Gruppe nur ein neutrales Element geben kann!) Das ist aber keineswegs von vornherein klar
und bedarf eines Beweises, und zwar allein anhand der Eigenschaften einer Gruppe. Diese
Beweise sind etwas sperrig, aber notwendig.

Beweis der ersten Aussage:

g+ (=9) =9+ (0+(-9))
=g+ (((=9) +9) + (-9))
=g+ ((—9) +(g+(-9)))
=(g+(=9) +(9+(=9))

Addition des Linksinversen zgi+ (—g):

0=—(g+(=9)+ g+ (=9)+(g+(=9))
) + (= (

=(=(g+(=9) +(g+(=9) +(g+(—9)
=0+ (g+(~9)
=g+ (—9) O

Beweis der zweiten Aussage:

g+0=g+((-9)+g)=(@+(-9) +g9=0+g O

AulRerdem gilt in jeder Gruppe-(—g)) = g. Das folgt schon aus

wonachg das Inverse zu-g ist. O

Diese Rechnungen sind so sperrig, weil die Kommutativitat keine Eigenschaft einer Gruppe
sein muss. Daher erweitern wir die Definition: Gilt fir alle g € G das Kommutativgesetz
g1 + g2 = g2 + g1, SO heildt die Gruppkommutativ oderabel sch.

Beispiel: Bezlglich der RestklassenadditiorZigp Z mit p > 1 € N eine abelsche Gruppe.

Da das Pluszeichen fur Gruppen rein symbolisch ist, kann man es durch ein anderes Symbol,
z.B. das Malzeichen, ersetzen. Dann andern sich die Bezeichnungen konventionsgemal wie
folgt: neutrales Element;, inverses Element;—!, Verkntpfung:g; - ¢»

Als Abklrzung dem-maligen Hintereinanderausfihrung der Vernkipfung mit dem gleichen
Element der Menge schreibt man aughbzw. g". Man nennt eine Gruppe entsprechend ihrer
Notationadditiv bzw. multiplikativ.
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10.2 Ringe

Nun untersuchen wir algebraische Strukturen mit mehreren Verknipfungen. Um diese zu un-
terscheiden, bekommt eine Verknlipfung das feste Symbdle andere das feste Symbol

Und zwar heif3t das Trip€IR, +, -) ein Ring, wennR eine Menge(R, +) eine kommutative
Gruppe ist und die folgenden Bedingungen fur alle-, r3 € R erfullt sind:

e Assoziativgesetz:
(7“1'7"2)'7’3:7"1'(7’2'7"3)

e Distributivgesetze:

r - (ro+1s) =ry-re 41y -3

(ri4mre) -rg=ry-r3+1r9-73

Die erste Verknupfung nennen wir Addition, die zweite Multiplikation. Wir verwenden die
Notationen fur Gruppen. Ist die Multiplikation iR zusatzlich kommutativ, so handelt es sich
um einen kommutativen Ring.

Offensichtliche Beipiele fur (kommutative) Ringe sind die ganzen, rationalen, reellen, kom-
plexen Zahlen und die sog. Restklassenrifige Z. Hier zeigt sich die Nutzlichkeit der Al-
gebra: Sie bewahrt uns davor, das Rad standig neu erfinden zu missen. Denn haben wir z. B.
einmal eine Eigenschaft von Ringen gefunden, so gilt sie tUberall, wo eine Ringstruktur vor-
handen ist, und sie muss nicht fur jeden Ring neu bewiesen werden. Darum betrachtet man in
der Algebra die Dinge abstrakt, anstatt sich eine klare Vorstellung zu machen: Das bewahrt
vor unndtiger Arbeit!

In jedem Ring gilt ¢, y € R):

e r-0=0-2=0

Beweis:
z-0+2-0=2-(0+40)=2-0=2-0+0=2-0=0

0-24+0-2=(040)-2=0-2=0-24+0=0-2=0 O

o u-(~y)=(-2)y=—(r-y)
Beweis:

zytr-(—y)=z-(y+(-y)=2-0=0=2-(~y)=—(zy)

vyt (—2)-y=@+(-2)-y=0-y=0= (—z)-y=—(z-y) O

o (—z)-(~y)=x-y
Beweis:
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o (1) xz=—x
Beweis:
(=) z=—-1-2)=—z O

Wir tGberprtfen nun die Gultigkeit der binomischen Formeln in Ringen:
e (xty) (z+y =24z y+y z+y’

o (z—y) - (z—y)=2>—z-y—y-x+y*

e (zty) (z-y)=2"—z yt+ty -y

Die binomischen Formeln gelten also nur dann allgemein, wenn der Ring kommutativ ist.
In Ringen gilt normalerweise nicht- y = 0 = 2 = 0 odery = 0. Sindz undy ungleich 0

und giltx - y = 0, so heil3ern: undy Nullteiler.

10.3 Integritatsringe

Wir werden noch eine Weile bei den Ringen bleiben, um einige Eigenschaften der ganzen
Zahlen in neuem Licht erscheinen zu lassen. So werden wir uns besonders mit der Primfak-
torzerlegung in Ringen befassen und neue Zahlbereiche kennenlernen.

Man bezeichnet einen kommutativen Ring laitggritatsring, wenn er nullteilerfrei ist. Wir
werden jetzt eine besimmte Sorte von Integritatsringen untersuchen, und zwar die Ringe

Zlvn] ={a+bynla,be Z},neN.

Hierbei solln kein Quadrat sein, weil song{\/n| = Z ware. Wir beschranken uns jedoch
zunéchst aufr = 3. Man Uberpriift leicht, das&[v/3] sogar ein kommutativer Ring ist, mit
neutralem Element der Additiohund neutralem Element der Multiplikatian Weniger of-
fensichtlich ist, dasg[+/3] ein Integritatsring ist. Das soll nun bewiesen werden.

Zuerst aber fuhren wir den Begriff d&onjugation ein, den wir von den komplexen Zahlen
her kennen. Ist = a + bv/3, S0 istt = a — by/3. Dann hat man:

s r+y=c+y
Beweis:

(CL1 + b1\/§) + (az + 52\/5) e (CL1 + CLQ) - (b1 + 52)\/5
:a1+b1\/§+a2+b2\/§ U

e T yY=T-7
Beweis:

(a1 + bl\/g) . (GQ + bg\/g) - (CL16L2 + 3b162) + (albg + ale)\/g
= (&1@2 -+ 3b162) — (Cleg -+ ale)\/§

:a1+b1\/§'a2+b2\/§ O
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Nun definieren wir:
N(@)=2-T=(a+bV3) (a—bV3) = a® - 3V°.

Man nenntN eineNorm. Klarerweise istV(x) = N(7). Da der Quotient zweier Quadrate
niemals3 sein kann, istV(z) # 0 fur x # 0.

N -y)=(x-y) - (v-y)=2-y-T-y=N(z)  N(y)

Jetzt kbnnen wir zeigen, dag$\/3] ein Integritatsring ist, dass also fiir altey € Z[v/3] gilt:
r-y=0=x=0o0dery =0

Beweis: Seir - y = 0. Dann ist auchV(z - y) = 0, oder andersV(x) - N(y) = 0.

= N(z)=0o0derN(y) =0= 2 =0o0dery =0 O

Wir untersuchen nun QuadrateZii/3]:
(a + bV3)? = (a® + 3b?) + 2abV/3

Wir werden nun allgemein die Frage beantworten, wannd+/3 ein Quadrat irZ[/3] ist.
Man erhéltc = a? + 3b* undd = 2ab. Wir kdnnen nun also unsere Erkenntnisse tiber Modu-
loarithmetik und quadratische Reste anwendelZ[W3] kommt aber eine neue Mdglichkeit
hinzu: Istc + dv/3 ein Quadrat, dann muss aueh- dv/3, also die Konjugation, ein Quadrat
sein!

(a — bV3)? = (a® 4 3b?) — 2abV3 = ¢ — dV/3

Wenn alsoc — dv/3 < 0 ist, kann auch: + dv/3 kein Quadrat sein! Damit finden wir eine
notwendige Bedingung fiir QuadrateZity/3]:

c—dV3>0 < ¢>dV3

Nun werden wir wie angekiindigt die PrimfaktorzerlegungZin/3] untersuchen. Dabei
mussen wir zunachst ein paar Begriffe, die wir von den ganzen Zahlen kennen, erweitern.
Seien dazu, y, » € Z[V/3]:

x # 0 teilt y genau dann, wenn es eirgibt mitz - z = y.

x heil3tEinheit genau dann, wenn jedesy teilt.

x heil3t prim, wenn es nur durch sich selbst und alle Einheiten teilbar ist. Die Einheiten selbst
sollen nicht als prim angesehen werden.

Hier wird es interessant, denn die Anzahl der EinheitenZpyi3] ist unendlich!

Beweis: Zunachst stellen wir fest, dass- 2 + /3 eine Einheit ist:

a+b/3  (a+b0v3) (2—3)
2+v3 4-3

was ein Element vofi[+/3] ist. Ebenso ist natirlica eine Einheit. Wenn: aber eine Einheit
ist, dann ist auch™ mit n» € N eine Einheit undc”. Daz = 1/z ist, istz™ eine Einheit fir
allen € Z. Da dariiberhinaus alle Potenzen vowverschieden sind, haben wir unendlich viele
Einheiten. O

= (2a — 3b) + (20 — a)V/3,
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Damit wird die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung natirlich auf eine harte Probe ge-
stellt. Uberhaupt stellt sich die Frage, wie man tiberhaupt einer Zati[a(& ansehen kann,
ob sie eine Einheit ist. Dabei sind die folgenden Satze behilflich.

e 1 ist Einheit genau dann, wennTeiler von1 ist.
Beweis: Die Einheit: sollte alle Zahlen au%[v/3] teilen, also auch. Umgekehrt teilt
1 alle Zahlen au&.[v/3], also teilen auch alle Teiler vonalle anderen Zahlen. O

e 1 ist genau dann eine Einheit, weni(x) = +1 ist.
Beweis: WennV(z) = +1 ist, dann ist entweder- 7 = 1 oderz - (—%) = 1. In beiden
Fallen gibt es einy, so dasg - y = 1 ist.
Umgekehrte Richtung: Angenommen,= |N(x)| > 1. Seib teilerfremd zua. Dann
gibt es einy, so dass - y = b ist und damita| N (y)| = b. Also ista ein Teiler vonb,
Widerspruch! O

Nun zur Primfaktorzerlegung. Zunéchst einmal stellen wir fest, dasd’ausy) = N(z) -
N(y) folgt, dassN (x1x5 - - - x,) = N(21)N(z3) - - - N(z,) ist. Sei nunz € Z[v/3] nicht prim.
Dann kannr geschrieben werden als= z,x,. Wennz; undzx, prim waren, waren wir fertig.
Sind sie es nicht, dann benennen wir die Variablen um und zerlegen wir weker: z,x3.
Alles was wir nun zeigen mussen ist, dass dieser Prozess nicht unendlich fortgesetzt werden
kann. Daher berechnen WN(z) = N(x1)N(z3)--- N(x,). DaN(z) aber nur eine endliche
Anzahl von Teilern hat, kann das Produkt auf der rechten Seite auch nur aus einer endlichen
Anzahl von Faktoren bestehen. An dem Punkt, an dem kein weiterer Faktor mehr abgespalten
werden kann, haben wir die vollstandige Primfaktorzerlegungzvgefunden.
Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung Wix) folgt aber unglicklicherweise nicht
auch die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung vorbenn es gibt mehrere, so dassV(x)
denselben Wert hat. Diese ergeben sich aber samtlich durch Mutliplikation mit einer Einheit.
Deshalb ist, wenmV(x) prim ist, auchz prim.

Da die Einheiten bei der Primfaktorzerlegung keine Rolle spielen, kann eine Zahl sehr ver-
schieden aussehende Zerlegungen haben. Erst wenn alle Einheiten beseitigt sind, kann man
diese Zerlegungen sinnvoll vergleichen. Der obige Satz, dassVaus prim folgt, dassx
prim ist, ist leider nur hinreichend, aber keineswegs notwendig.

Gegenbeispielr = 5 ist prim in Z[/3].
Beweis: N (5) = 25. Hat5 also zwei Teilerz,y € Z[/3], die keine Einheiten sind, so gilt
N(5) = N(z)N(y). Also ist N (z) = 5 und N (y) = £5. Seixz = a + by/3. Dann ist

N(z) =a* —3b> = £5 = a* + 2b* = Omod 5

5 ist genau dann prim, wenn diese Gleichung keine ganzzahligen Losungen hat. Jetzt kommen
wir auf die quadratischen Reste zurtick: Die quadratischen Reste niosinid1 und4. a2 ist

also gleicho, 1 oder4, 2b? gleich0, 2 oder3. Die Summe ist nur dan®, wenna undb gleich

0 modulo5 sind. Also gilt

5laund 5/b = 25|a* und 25|b*> = 25|(a* — 3b%) = 25|N(x) = 255
Widerspruch! O
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Nicht alle IntegritatsringeZ[/n] besitzen eine eindeutige Primfaktorzerlegung. Man kann
zeigen, dass fur negativenur die Zahlen der Integritatsringe mit= —1 undn = —2 eindeu-
tig in Primfaktoren zerlegbar sind. Der Fall= —1 ergibtZ[i], die sog.Gaul3 schen Zahlen,
die praktisch eine Erweiterung der ganzen Zahlen auf die komplexe Ebene darstellen. Zum
Abschluss betrachten wir eine Struktur, in der keine eindeutige Primfaktorzerlegung moglich
ist.

Und zwar betrachten wir die Mendé = {4n + 1 | n € Ny}, welche bezuglich der
Multiplikation ein kommutatives Monoid darstellt. Die Multiplikation ist innerhalb vol ab-
geschlossen:

(An+1)(dm+1) =16nm +4n+4m+ 1 =4(4dnm +n+m) + 1,

was ein Element voi ist. Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ, und es gibt ein
neutrales Element. Das macht ein kommutatives Monoid aus. Wir zeigen an einem Beispiel,
dass die Darstellung vone V' als Produkt von unzerlegbaren Elementeirinicht eindeutig

ist: 441 = 21 -21 =9 - 49.

10.4 Korper

Ein Korper ist ein kommutativer Ring, indem jedes von Null verschiedene Element ein multi-
plikativ Inverses besitzt.
Beispiel: Furp prim istZ/p Z ein Korper. Weitere bekannte Korper si@dR undC.

Man kann den Gedanken v@i,/n| auf rationale Zahlen erweitern:

Q[vn] ={a+bv/nla,beQ}

Man kann dann zeigen, da§¥+/n] ein Korper ist, und zwar ein soguadratischer Zahl-
korper. Genauer gesagt ist es der kleinste Korper, der alle rationalen Zahlegiuedthalt.
Das Einzige, was problematisch erscheint, ist der Beweis der Abgeschlossenh@it,¥oh
beziglich der Division. Daher sei er hier gefuhrt:

a; + bl\/ﬁ _ (CLl + bl\/ﬁ) . (CLQ — bg\/ﬁ)
az + bay/n a3 — b3n
_ (alag — blbgn) + (CLle — albg)\/ﬁ ]

2 2

Zum Abschluss fuhren wir noch d@&harakteristik ein: Das kleinste:, so dass.- 1 = 0 ist,
heil3t die Charakteristik des Korpers. Existiert kein soleheso sagt man, die Charakteristik
sei unendlich. Tatsachlich ist die Charakteristik eines Korpers entweder eine Primzahl oder
unendlich.
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11 Bertrands Postulat

Einer der einfachsten Satze der Zahlentheorie ist der folgende: In jedem Infer2all be-
findet sich mindestens eine Primzahl. Doch wie es mit den meisten vermeintlich einfachen
Séatzen so ist — sie sind nur schwer zu beweisen. So gelang es Bertrand nicht, sein nach ihm
benanntes Postulat zu verifizieren. Nach ihm versuchten sich mehrere Kollegen erfolgreich,
dies zu tun. Wir folgen nun einem Beweis, der lediglich elementare Rechnungen verwendet.
Man sollte sich durch die LaAnge des Beweises nicht abschrecken lassen!

Zuerst definieren wir die Funktion

I(w)= > Inp,

peP:
0<p<z

also die Summe der natirlichen Logarithmen aller Primzahlen kleiner gieidann gilt
V(z) < 2x1n2.

Beweis: Wir betrachten die Binomialkoeffizienten

- () - ety

Seip e Pundm + 1 < p < 2m + 1. Dann teiltp den Zahler von/, aber nicht den Nenner,
also teiltp M. Dann teilt auch das Produkt dieser Primzahlen M und

Z Inp <InM

m+1<p<2m+1

bzw.
v(2m+1) —Jd(m+1) < In M.

Andererseits sind auf der rechten Seite der Gleichung

2m+1 2m+1 2m+1
1 12m+l: e
et = () () e ()

zwei Terme gleich M, also

2M<22m+1
= M<2¥m
< InM < 2mln?2

und damit
9(2m+1) —Jd(m+1) < 2mlIn2.

67



Nun beweisen wir die Behauptung mittels vollstandiger Induktion.

Induktionsanfang?(1) = 0 < 2ln2und?(2) =In2 < 41n 2.

Induktionsschritt: Angenommen nun, der Satz ist wahraflit n. ES muss gezeigt werden,
dass er dann auch fir= n gilt. Fir gerades. > 2 istn ¢ P und deshalb

d(n)=9(n—-1)<2(n—1)In2 < 2nln?2.
Ein ungerades kann geschrieben werden als= 2m + 1. Dann gilt

92m+1) —dJd(m+1) <2mln2
= J(2m+1) <I(m+1)+2mIn2
<2(m+1)In2+2mlIn?2
= (4m+2)In2
=2nln2. O
Als nachstes definieren wji(n, p) als die héchste Potenz vgne P, die n! teilt. p taucht

genau[n/p]-mal als Faktor vom! auf. Genauso taucht/p*|-mal p* als Faktor auf oder
[n/p3]-malp® usw. Also ist die hchste Potenz vpndien! teilt

jnp)= > [ﬁ}

m
m<log, n p

Angenommen nun, Betrands Postulat wéare falsch, es gabe alsp &gfhmit n < p < 2n
fur irgendeinn. Sei
N — 2n\ _ (2n)!‘
n (n!)?

Nach unserer Annahme miussten alle Primzahlenydieilen kleiner gleichn sein. Wir finden

also
H pj(vap)
N _ (2”)' _ p<2n
(n!)? Hp2j(n7p) '
p<n

Nun gibt es aber laut Annahme keine Primzahlen zwisehend 2n, daher kann dag < 2n
im Zahler durchp < n ersetzt werden und wir erhalten

p<n

Sei im Weiterenk(p) = j(2n,p) — 2j(n,p). Logarithmieren wir die obige Gleichung, so

erhalten wir
InN = Z k(p)Inp.

p<n

Dabei istk(p) eine Summe aus Termen der Fojin] — 2[z]|. Diese Terme sind entweder
([2x] gerade) odet ([2x] ungerade).
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Jetzt zeigen wir, dask(p) = 0 flr p > 2/3n. Dann ist namlicl2/3n < p < n bzw.2 <
2n/p < 3 und[2n/p] = 2, also[2n/p] — 2[n/p] = 0. Deshalb isp? > (4/9)n* > 2n ab
n > 4. U

Als néchstes zeigen wir, dass die Terme htjt) > 2 vernachlassigbar sind. Fur so einen
Term istp? < 2n bzw.p < v/2n, also ist die Anzahl solcher Terme hochste/®n. k(p) ist
aber die Summe der Tern@/p"™|—2[n/p™], was gleict ist flr p™ > 2n bzw.m > log, 2n,
also istlog,, 2n einer obere Schranke fé&(p). Mit k(p) In p < In 2n erhalten wir

Z kE(p)Inp < v2nln2n.

k(p)>2

Far die Terme mik(p) = 1 haben wir dir obere Schranke

2 4
Z Inp=1v <§n> < §n1n2,

p<2/3n

wie oben bewiesen wurde.
Als Zusammenfassung unserer Ergebnisse ergibt sich

4
InN < gnln2+\/2nln2n.

(1+1)> = (2;)+<21n>+---+

so ist der grof3te dies@rn + 1 TermeN. Also ist

Betrachten wir nun
2n
on)’
220 <IN

oder
4
2nln2 <In2n+In N <In2n + gnln2+\/2nln2n.

Fir grol3e Werte von ist der dominierende Term/3n In 2, was Kleiner ist al2n1In 2. Nun
brauchen wir nur eim zu finden, das diese Ungleichung verletzt, und der Widerspruchsbeweis
ist vollstandig. Nehmen win > 2%, so ist

In2n > 12 =101n2.

Teilt man die obige Ungleichung durt¢h?2, so ergibt sich

= <

—

2
0 < 10+21°3 +2°10

1—2) <10 (25 +

3

101 5

2102 < <10(2° + 1)

=210 <30(2° +1) <31(2°+1) = (2° = 1)(2°+ 1) =2 — 1,
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was ein Widerspruch ist! D. h. die Annahme, Bertrands Postulat wéare falseh ki, fuhrt
zu einem Widerspruch. Bleibt nur noch, das Postulatifiic 2° = 512 zu beweisen. Dazu

reicht diese Folge von Primzahlen aus, von denen jede etwas kleiner als das Doppelte ihres
Vorgangers ist:

2.3,5,7,13,23,43, 83,163, 317, 631
Damit ist Bertrands Postualt bewiesen.
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12 Ein Streifzug durch die
Zahlentheorie

Wir haben nun einen kleinen Einblick in die Welt der Zahlentheorie erhalten und werden die-
ses letzte Kapitel nutzen, auf einige Begriffe, denen wir begegnet sind, nochmal einzugehen,
Querverbindungen zu schaffen und auch ein paar ganz neue Aspekte kennenzulernen.

12.1 Die o-Funktion und perfekte Zahlen

Die o-Funktiono(n) gibt die Summe aller positiven Teiler venan:
o(n) = Z d
dn
Hier sind ein paar Werte aufgefuhrt:

n [1 2345 6 7 8 9 10
on)[1 3 4 7 6 12 8 15 13 18

Laut Fundamentalsatz der Arithmetik kann mgmn) folgendermafen berechnen:

oln) = > peept

= > ( > p?)-p?---p?
i b

ba,....b 1
0<bp<ap  0<br<ag

a1+1 o 1

Py b b;
s i) RN
! b2,...,b;
0<brp<ay
e B s
p1_1 pz_l

Damit gilt fur teilerfremden, b stetso(a - b) = o(a) - o(b).
Eine Zahl heissperfekt odervollkommen genau dann, wena(n) = 2n ist, die Summe
aller Teiler aulRer. selbst also wieden ergibt. Der obigen Tabelle entnehmen wir, dass die
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kleinste perfekte Zahi ist. Bis heute ist unklar, ob es unendlich viele perfekte oder ungerade
perfekte Zahlen gibt.

Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwischen perfekten Zahlen und Mersenne’schen
Primzahlen: Wenn* — 1 eine Primzahl ist, dann igt~*(2* — 1) eine perfekte Zahl, und jede
gerade perfekte Zahl hat diese Form.

Beweis: Angenommer = 2% — 1 ist prim. Dann gilt es zu zeigen, dags= 2¢-1(2%F — 1)
perfekt ist:

o(n) = o2 - o(p) = (2 = 1) - (p+1) = (2" = 1) -2 = 2n

Sei andersrum eine gerade perfekte Zahl. Dann kann maschreiben alg*~!m, wobeim
eine ungerade Zahl sein soll uhd> 2.

o(n) =o(2¥'m) =025 - o(m) = (2F — 1) - o(m)
Dan perfekt ist gilt
o(n) = 2n = 2Fm.

Gleichsetzen gibt
2km = (28 — 1) - o(m),

also teilt2* — 1 2%m, d.h.2* — 1 teilt m. Dann kann mam: schreiben alsn = (2F — 1)L.
Einsetzen in obige Gleichung und Division duh— 1 gibt

2Kl = o (m).
Dam und! beidem teilen, folgt
Xl =c(m)>m+1=2"1=a(m)=m+1
Dann mussn prim sein, denn die einzigen Teiler vamsindm und!/ = 1. g

Eine andere Eigenschaft perfekter Zahlen ist die, dass die iterierte Quersumme jeder gera-
den perfekten Zahl (auf36y 1 ergibt, z. B.8128 — 19 — 10 — 1.

Beweis: SeiQ)(n) die Quersumme von. Es wurde schon gezeigt, da@$n) = nmod9.

Damit reduziert sich der Beweis darauf zu zeigen, dass alle geraden perfekten Zahlen grél3er
6 kongruent zul modulo9 sind. Sein eine gerade perfekte Zahl, dannsist= 2P~ (27 — 1)

mit p € P. Dann istp entweder2, 3 oder kongruent za oder5 modulo6. Den Fallp = 2

durfen wir ausschlieRen. Nun gilt abgf = 1mod 9, d.h. die Potenzen vol wiederholen

sich mit der Periodé modulo9. Jetzt mussen wir nur noch—*(2' — 1), 23-1(2% — 1) und

25-1(2° — 1) uberprifen, und sie sind alle gleithmodulo9. O
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12.2 Die Chance, zweli teilerfremde Zahlen zu ziehen

Machen wir einen kleinen Abstecher in die analytische Zahlentheorie: Wie grol3 ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass zwei zuféllig ausgewahlte natirliche Zahlen teilerfremd sind?

Seiena, b, c € N. Die Wahrscheinlichkeit, dassein Vielfaches vor ist, betragtl /¢, denn
jedec-te Zahl ist ja ein Vielfaches von Ebenso ist die Wahrscheinlichkeit, dassin Vielfa-

ches vorr ist 1/c. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass sowaldls auchh durche teilbar
sind,1/c%. Sei nunc = ggT(a,b), so missem/c undb/c teilerfremd sein, was mit der ge-
suchten Wahrscheinlichkeiteintritt. Die Wahrscheinlichkejt., dass: undb Vielfache vone
sowiea/c undb/c teilerfremd sind betragt somit

1
pc:p'g'

Irgendeine natirliche Zahl wird mit Sicherhgi#tT'(a, b) sein, d. h.

Sr=Y g gt
c=1 c=1 c=1
Nun haben wir im Artikel GbeFourier-Reihergezeigt, dass

> a=

Damit ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeipza 6 /7% = 0,6079.. ..

12.3 Satze uber Teilbarkeit

e Satz: Die Summe zweier Primzahlen groBeines Primzahlzwillings ist stets durth
teilbar.
Beweis: Seiem, ¢ € P diese Primzahlen, alsp= p + 2 undp < k& < ¢. Das ergibt
in Abhangigkeit vonk: p = k — 1, k, ¢ = k + 1. Dap und ¢ ungerade sind, mugs
gerade sein. Ebenso muss von drei aufeinanderfolgenden Zahlen eine3deiittar
sein. Dap und ¢ dies nicht sind, bleibt nur noch tbrig. Darliberhinaus igi + ¢ =
(k—1)+ (k+1) = 2k. Dak wie gezeigt die Teile2 und3 hat, folgt die Behauptungl

e Satz: Fur jede Primzall > 3 gilt p?> = 1 mod 24.
Beweis: Jede Primzahl gro3&tant sich schreiben al2n + 7 oder12n + 11 (n € Ny).

(12n 4 7)% = 144n* £ 168n + 49 = 1 mod 24

(12n 4 11)* = 144n® 4 264n + 121 = 1 mod 24 O
e Satz: Die Differenz aus einer Zahl und ihrem Ziffernsturz (d. h. die Ziffern in umgekehr-
ter Reihenfolge) ist ein Vielfaches vén

Beweis: Es giltQ(n) = nmod 9. Da die Quersumme sich bei Permutation der Ziffern
nicht &ndert, haben wir als Differer(n) — @Q(n) = 0 mod 9. O
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e Satz: Alle Primzahlemp teilen den Binomialkoeﬁiziente(;j) mit0 < & < p.

Beweis:
pNy_ __p
k kl(p — k)!

Dap im Nenner nicht als Faktor auftaucht, kgmauch aus dem Produkt im Zahler nicht
herausgekurzt werden. Folglich teiltden Z&hler des Bruchs, nicht aber den Nenner,
also teiltp den Binomialkoeffizienten. O

e Satz: Es gibt zwei Potenzen v8nderen Differenzen durcl23456789 teilbar sind.
Beweis: Es gibil 23456789 Reste moduld 23456789. Betrachten wir die Folge

17 37 327 o 3123456789

)

welche123456790 Zahlen enth&lt. Nach dem Schubfachprinzip muss es dann zwei von
ihnen geben, nennen wir sk und3™, n > m, die in der gleichen Restklasse modulo
123456789 liegen. Dann ist ihre Differen2™ — 3™ teilbar durch123456789. 0

Ahnlich ist der folgende Satz: Es gibt eine Potenz 8pdie auf001 endet.

Beweis: Seies™ und3™ zwei Zahlen, die den gleichen Rest modul®0 haben3™ —
3™ = 3m(3"~™ — 1) ist teilbar durchL000. Da1000 und3™ teilerfremd sind, mus$000
3"~™ — 1 teilen. Dann ende&t” ™ auf(001. U

12.4 Uber die Haufigkeit von Ziffern

Betrachten wir die Zahlen mit einer einzigen Zifferl, 2, ..., 9, so gibt es genau eine, in der
eine gewisse Ziffer (z. B2 — die Ziffer 0 spielt nattrlich eine Sonderrolle und wird nicht
betrachtet) auftaucht. Unter allen Zahlen mit einer oder zwei Ziffetn2, . . ., 99 enthalten
die Zahlen

2,12,20,21,...,29,32,42,...,92
die Ziffer 2, das sind insgesam® Stlck. Unter den ein- bis dreistelligen Zahlen sind es dann
9-19+ 100 Zahlen mit der Ziffer2. Wir kommen so zur Rekursionsformel fiir die Anzahl der
Zahlen mit einer bestimmten Ziffer

Zpi1 =9 Zy+10", Z; = 1.

Uberlegen wir uns nun eine explizite Formel: Es gibt Mdglichkeiten, eine (mindestens)
n-stellige Zahl hinzuschreiben (beginnt die Zahl mit Nullen, hat sie ja weniger Ziffern). Wol-
len wir an dern-ten Stelle ein@ vermeiden, so haben wir Mdglichkeiten, das macht also
insgesam®” Zahlen, in denen keingauftaucht. Also gibt es insgesamt

Z, = 10" - 9"

Zahlen, in denen mindestens eibauftaucht. Man Uberzeugt sich leicht, dass diese Formel
die Rekursionsgleichung erfullt. Nun geht aber der Quotient

1on—9n_14r 9 "
0 10

mit n — oo gegenl, also enthalten fast alle gro3en Zahlen &he
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12.5 Beatty-Folgen

Seir eine positive irrationale Zahl und= 1/r. Dann definieren wir die Folgen, = n(r+1)
undb, = n(s + 1) mit n > 0. Dann sind naturlich auch samtliche Folgenglieder irrational.
Interessanterweise gibt es fur jedess N genau ein Element ays,, }U{b, }, das im Intervall

[m, m + 1] liegt. Mit anderen Worten: Die ganzzahligen Anteile der beiden Folgen decken die
gesamten natirlichen Zahlen ab!

Beweis: Sein eine ganze Zahl. Es gibt:/(r + 1)] Folgenglieder der ersten Folge, die kleiner
alsm sind. Ebenso gibt €sn/(s+ 1)] Folgenglieder der zweiten Folge, die kleineralsind.
Da keines der Folgenglieder beider Folgen eine ganze Zahl ist, gilt

m m
—1<[m}< ,
r+1 r+1 r+1

m m
—1< [m] < .
s+ 1 s+1 s+ 1

AuRerdem berechnen wir

LN SR SRS S SR
r+1 s+1 7r+1 1 1_7’+1 r+1

r

Daher ergibt die Summe der beiden oberen Gleichungen

9« [ ] 4
m_
r+1 s+1

EEE R

hinauslauft. Durchlauft num alle nattrlichen Zahlen, so wird immer genau ein Element der
Vereinigungsmengéa,, } U {b,,} hinzugefugt. O

]<m,

was auf

12.6 Alternativen zu Euklids Beweis

Euklids Beweis dafur, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, ist ein Klassiker, der an Ein-
fachheit kaum zu Uberbieten ist. Kiirzer ist nur noch der folgende Beweis von Kummer:

Angenommen, es gabe nur endlich viele Primzahlen. Dann bilde man deren Produkt
pip2 - - - pp. Nach dem Fundamentalsatz der Arithmetik muss 1 mindestens einen ge-
meinsamen Primteiler mit haben, nennen wir ihp;. Dann muss; auch die Differenz
n — (n — 1) = 1 teilen, was der Tatsache widerspricht, dagsrim ist. O

Eine andere Mdoglichkeit besteht in der Konstruktion einer unendlichen Folge paarweise
teilerfremder Zahlen. Denn sind diese paarweise teilerfremd, so haben sie insbesondere keinen
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gemeinsamen Primteiler. Folglich sind die Primteiler aller Zahlen dieser Folge verschieden,
es gibt nunmehr unendlich viele Primzahlen.

Der folgende Beweis von Goldbach benutzt zur Konstruktion einer solchen Folge die Fer-
mat’'schen Zahlen. Dazu stellen wir zunachst fest, dass die Fermat'schen Zahlen der Rekursi-
onsgleichung

F,=(F,,—1?2*+1

geniigen. Nun behaupten wir: Keine zwei Fermat'schen Zafilea 22" + 1 (n > 0) haben
einen gemeinsamen Teller.

Beweis: Wir zeigen, dask, — 2 = FyF} - - - F,_1 qilt.
Induktionsanfangf, = 3, F}; = 5: F1 — 2 = F (W)
Induktionsschritt:

Fon—2 = (F,-1)?*+1-2=F?-2F,
= (BF - Foq+2)?=2(FF - F+2)
= FPF?- F? |+ ARF, - Fy +4 - 2(FyFy -+ F_y +2)
= [GF}- F2 | +2FF - F,
— FOFl"'anl(FOFl"'anl+2)
= FOFl"'Fn—1Fn

Daraus folgt, dass,, |(F,, — 2) fur alle (m < n). Somit muss jedes € P, dasF,, und F,,, teilt
auch? teilen. Folglich istp = 2. Da aber alle Fermat'schen Zahlen ungerade sind, haben wir
einen Widerspruch! g

Ubrigens ist nach GauRB eirEck genau dann mit Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn
eine Primzahl von der Fora?" + 1 ist oder ein Produkt aus verschiedenen solcher Primzahlen
und einer Potenz vo oder eine Potenz voh

Einen weiteren Beweisansatz liefert Dirichlets Satz: Singhd b teilerfremd, so enthalt
{an + b|n € N} unendlich viele Primzahlen. Wir werden diesen Satz«fi 3 undb = 4
beweisen.

Samtliche nattrliche Zahlen sind von der Fotm 4n + 1, 4n + 2 oder4n + 3. Die Zahlen

4n und 4n + 2 sind durch2 teilbar, und kdnnen daher (abgesehen vonaselber) nicht

prim sein. Fir Zahlen der Fordn + 1 gilt (4n + 1)(4m + 1) = 16nm +4n +4m + 1 =

4(4nm +n+m) + 1, das Produkt zweier Zahlen dieser Form ist also wieder von der gleichen
Form. Nehmen wir nun an, es gabe nur endlich viele Primzahlen, . . . , p, der Formdn+3.

Seia = 4pip> - - - p; + 3. Daa selber von der Formin + 3 ist, kbnnen nicht alle Primfaktoren
vona die Formdn + 1 haben. Jedenfalls muss es einen Primfaktor geben, der verschieden von
P1, P2, - - ., pr ISt. Widerspruch! O

SchlieRen wir diesen Beweisreigen ab, indem wir eine Uberleitung zum n&achsten Abschnitt
schaffen. Sep € P, so ist

L

=0 pz 1

1— =
p
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Fir zweip,, p, € P gilt dann

o0

> — —
1112>0plll 12 1= Opll1 9= 0p2 1_i 1_i
b1 b2

Angenommen nun, es gabe nur endlich viele, namlicRrimzahlen. Dann steht nach dem
Fundamentalsatz der Arithmetik auf der linken Seite der Gleichungadi®onische Reihe

WK
S|~
I
:::

Wir wissen aber, dass die harmonische Reihe divergiert, daher steht der unendliche Wert links
der Gleichung im Widerspruch zum endlichen auf der rechten Seite. O

12.7 Primzahlen und die Riemann’sche Zetafunktion

Mit dem letzten Beweis haben wir den Ubergang amailytischen Zahlentheorie beschritten.
Schreibt man die letzte Zeile der Rechnung korrekt

k= 11__
Pk

so folgt die Divergenz des Produkts auf der rechten Seite. Wir werden nun zeigen, dass auch
die Summe

lez

divergiert. Dazu benutzen wir unsere Erkenntnis Uber das Produkt. Betrachten wir das Produkt
fur die ersten Primzahlen. Ist das Produkt unbeschrénkt, so gilt das auch fur

k=11 - — k=1 1 - =
Pk Pk
- 1
= —Ylmi-—.
—1 Pk

Mit der Taylorentwicklung—In(1 — z) = ZO" 1 x™/n wird daraus

r

- Zz_

k=1 n=1

1 1 1 LN 1
= bt Y —

P1 D2 Pr k=1 n—=2 npk
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Wenn wir nun ableiten kénnen, dass der zweite Teil der Summe konvergent ist, SO muss not-
wenigerweise die Summe der Kehrwerte der Primzahlen unbeschrankt sein:

o0

1/1\" & (N i | 1 1 2
o) <26 =n w1 s

n=2 Pk

Damit ist

T o0 1 T o0 1 n oo 1
Sy (o) <2y =
=1 n—2 Pk = =2 \Pk L
Interessanterweise ist die Summe der KehrwerteRtanzahlzwillinge konvergent, und
zwar konvergiert sie gegen dirun’ sche Konstante

B = 1+1 + 1+1 + 1+1 + = 1,90216058
S \3 5 5 7 1 13 o
Es gibt also in diesem Sinne wesentlich weniger Primzahlzwillinge als Primzahlen. Da man
aber nicht weil3, o3 irrational ist, bleibt das Problem der Anzahl der Primzahlzwillinge
weiterhin ungeldst.

Die wichtigste Funktion in der analytischen Zahlentheorie isRiénann’ sche Zetafunkti-
on

1
C(s) = v
n=1
Es gilt namlich
|
() =]1—
i=11_ —_

Beweis: Wir sahen schon, dass

k=0 1 — —
P1
Dann ist .
T 1 r o0 ( 1 > Z 1
H - Z = = . -
i=11 1 i—1 ko \Pi ki k2, kir (pi'py” - pfr)

Auf der rechten Seite im Nenner stehen nun sdmtliche Zahlen, die sich mit derelPsten
zahlen darstellen lassen. Lasst magegen unendlich gehen, so folgt die Behauptung.[d

Womit wir erneut die unendliche Anzahl der Primzahlen bewiesen hatten: Es folgt sofort, dass
¢(2) = w%/6 ist, also irrational. Wirde das Produkt aber nur tber eine endliche Reihe von
Faktoren erstreckt, kdnnte das nicht sein. Widerspruch! O
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In der analytischen Zahlentheorie wird die Zetafunktion aber nicht nur fir nattrliche, son-
dern auch fur komplexe Werte betrachtet. Eines der gréf3ten Probleme der Mathematik in der
heutigen Zeit ist dicRiemann’sche Vermutung: Alle nichttrivialen Nullstellen (die trivialen
liegen bei( (—2k), k € N) liegen auf dekritischen Geraden Re(s) = 0,5. Dabei ist bekannt,
dass alle nichttrivialen Nullstellen ikritischen Streifen 0 < Re(s) < 1 liegen.

Fur alle nattrlichen geraden Werte existiert eine geschlossene Formel. Sie sind alle trans-
zendent. Die ungeraden Werte machen mehr Schwierigkeiten. Da Apéry die Irrationalitat von
((3) beweisen konnte, heisst diese Zahl Wpérys Konstante.

Eine weitere wichtige Funktion(z) z&hlt die Anzahl der Primzahlen < z. FUr sie gilt
derPrimzahlsatz

i 7% _
T—00

Ina

d.h.7(z) ~ z/Inz, wogegen die Approximation fir gegen unendlich immer besser wird.
Leider kann der Primzahlsatz hier nicht bewiesen werden.

Doch wo wir gerade bei der analytischen Zahlentheorie sind, sollen hier noch ein paar
Ergebnisse présentiert werden, deren Thematik wir angeschnitten habé?, (8¢i Py (n)
und Pr(n) die Anzahl der pythagoraischen Dreiecke, deren Hypotenuse, Umfang bzw. Flache
n nicht Uberschreitet. Dann kommt man zu folgenden Ergebnissen:

P

lim —H(n) i
n— o0 n 21
lim Pu(n) 111_22
n— o0 n ™

i F(0) (1)
1m

n—oo \/ﬁ 27'('5

Und auch tber das Grenzverhalten der Euler'schdfunktion lassen sich Aussagen ma-
chen:

limsupM =1
Inl
lim inf pln)Inlnn = e
n—oo n

Ein Ergebnis aus der elementaren Zahlentheorie isPdaszahlpolynom: Ein Polynom in
26 Variablen, dessen positive Funktionswerte sdmtlich Primzahlen sind!

12.8 Kaprekar-Konstanten

Normalerweise werden Eigenschaften von Zahlen, die sich auf ihre Darstellung in einem be-
stimmten Stellenwertsystem beziehen, nicht von der strengen Zahlentheorie untersucht. Da
die Kaprekar-Konstanten aber in jedem Stellenwertsystem auftreten, sei hier eine Ausnahme
gemacht.
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Betrachten wir eine vierstellige Zahl, die keine Schnapszahl ist, 23B4. Wir bilden
nun diejenigen Permutationen ihrer Ziffern, die die gréf3te und kleinste Zahl ergeben und be-
stimmen ihre Differenz4321 — 1234 = 3087. Das gleiche Spiel wird mi8087 wiederholt:
8730 — 0378 = 8352. Und nochmal8532 — 2358 = 6174. Doch nun passiert etwas Merk-
wuirdiges:7641 — 1467 = 6174! Die Zahl 6174 ist also Fixpunkt dieser Iteration. Tatsachlich
erhalt man aus jeder vierstelligen Zahl, die keine Schnapszahl ist, durch diese Iteration die
Kaprekar-Konstante 6174, und zwar nach hdchstens sieben Schritten.

Beweisen lasst sich das am Einfachsten lonitte force: Man schreibt ein Computerpro-
gramm, das alle vierstelligen Zahlen testet.

Wir werden dieses Problem nun etwas verallgemeinern: Gegeben sei-sialfige Zahl,
deren Ziffern in absteigender Reihenfolge sortiert sind, von der eine anestatligen Zahl
mit den gleichen Ziffern in umgekehrter Reihenfolge abgezogen wird. Dann ist das Ergebnis
eine weiteren-stellige Zahl (wenn man fihrende Nullen mit einbezieht). Die Differenzbildung
ist dann abgeschlossen auf der Mengeler n-stelligen Zahlen. Dann ist der beschriebene
Kaprekar-Algorithmus K eine AbbildungK : N — N. Formal ist dann die Iteration mit dem
Startwertry € N

wobei natdrlich irgendwann einmal
K(xz,) — =z,

auftreten kannz,, wird durch den Kaprekar-Algorithmus auf sich selbst abgebildet und heisst
Fixpunkt. Das ist z. B. bei der Meng®'}, der vierstelligen Dezimalzahlen aufgetreten.
Ein anderes mdgliches Verhalten ist das folgende:

K(xz,) — 0

K(xn+1) — xn+2

K(xpk) = @y

was bedeutet, dass ein Zyklus mit der Peribédaifgetreten ist. Man spricht dann viapre-
kar-Zyklen.

Man kann zeigen, dass jede Menyeusn-stelligen Zahlen in jedem beliebigen Positions-
system mindestens einen solchen Zyklus besitzt. Die Méngmthalt namlich nur endlich
viele Zahlen, daher muss die Iteration zwangslaufig friher oder spéter auf eine schon vorge-
kommene Zahl zurickkommen. Die Mendg, der fiinfstelligen Dezimalzahlen besitzt sogar
drei Zyklen, namlich

95553 +— 99954

97641 — 98622 +— 97533 — 96543
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96642 — 97731 +— 98532 — 97443

lterationen mit Fixpunkt ergeben sich u.a. noch in den folgenden SysteMjign954, N3:
52210, N136: 42004, Ng 3010.

Zum Abschluss dieses Abschnitts werden wir ein weiteres Ph&dnomen dieser Art untersu-
chen. Betrachten wir irgendeine Zahl, z.1B3456789, und z&hlen ihre geradem)(und unge-
raden {) sowie die Gesamtzah9) der Ziffern und bilden daraus eine neue Zat#l9. Nach
nochmaliger Iteration erhalten wi3. Und diesel 23 erhalt man aus jeder bliebigen Zahl!

Beweis: Seif die Abbildung, die eine Iteration durchfiihrt. Dann ist offensichtlfgh) < n

fur n > 999. Durch Wiederholung dieses Arguments kommt man dazu, dass es ausreicht,
dreistellige Zahlen zu untersuchen. Bezeichne im Typel, t) g die Anzahl der geraden,

die Anzahl der ungeraden undlie Totalzahl der Ziffern vom. Dann ist jede dreistellige Zahl

von der Form(0, 3, 3), (1,2, 3), (2,1, 3) oder(3,0,3). Wendet man nun die Iteration einmal

an, so erhalt in jedem der vier Fallg 2, 3). 0

Es gibt noch unzahlige weitere Iterationen dieser Art, die auf einen Fixpunkt hinauslaufen.
Erwéhnt sei noch daSollatz-Problem, das zur Zeit wichtigste noch ungeldste Problem dieser
Art. Die Iteration ist durch

n
— n gerade
3n+1 mnungerade

gegeben. Vermutlich enden alle Iteration fur beliebigesif den Zyklust, 2, 1, aber bewiesen
ist das nicht.
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